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Resumen— En esta nota se muestra como la induccién
matematica definida sobre la minima estructura inductiva (los
ndmeros naturales) puede ser generalizada a cualquier tipo de
estructura inductiva que satisface lectura Unica. Para este fin,
se muestra un teorema el cual generaliza el teorema de
definicion por induccién a cualquier estructura inductiva que
satisface lectura Unica. Se ilustra con algunos ejemplos.
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Abstract— In this note we show how the mathematical
induction defined on the minimum inductive structure (the
natural numbers) may be generalized to any type of inductive
structure that satisfies unique readability. For this, we show a
theorem which generalizes the theorem of definition by
induction to any inductive structure that satisfies unique
readability. We illustrate with examples.
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I INTRODUCCION

Es bien conocida la importancia del método de
demostracién por induccién matematica para hacer pruebas
de ciertas propiedades sobre el conjunto de nlmeros
naturales. Surge de manera natural la pregunta: ¢el método
de demostracién por induccién puede ser generalizado a
cualquier tipo de estructura inductiva? La respuesta es
afirmativa, siempre que la estructura inductiva satisfaga
lectura Unica. El objetivo de esta nota es mostrar dicha
generalizacion.

A continuacion presentamos una de las formas en que se
presenta el principio de induccion.
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Principio de Induccion 1.1. Sea P{n) una propiedad que

satisfacen los nimeros naturales.

e Si P(0) es verdadera.

e Si P(n + 1) es verdadera siempre que P{n) es verdadera

paratodon e H.
Entonces, P(n) es verdadera para todos los nimeros naturales.

Implicitamente en este esquema aparecen dos elementos
significativos, en primer lugar se parte de un nimero natural (0),
y en segundo lugar para probar que la propiedad es verdadera
para todos los ndmeros naturales se debe usar una cierta
operacion (el sucesor de 1) sobre dicho nimero natural. En el
caso de los nimeros naturales en GOLDSTERN (véase, [4]) se
enuncia y se demuestra el lema de definicion por induccion.
Dicho lema establece lo siguiente:

Lema 1.1. (Definicion por induccion sobre H).

Suponga que &, es una funcion con dominio A y rango
contenido en A, y sea a; un elemento de 4. Entonces existe una

Unica funcion £ con dominio K que satisface

f':':':] =ty

Flk+1 =G(fK)), vk
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E(x) = 1x0
Il. CONTENIDO F(x) = 1x1.
El lema anterior es fundamental para dar la generalizacion

a cualquier estructura inductiva. A continuacién se define
el concepto de estructura inductiva y se ilustra con  sucesiones de Oy 1 definidos asi:

Sea K, ={G,, G,, G;.G,} donde &; son operadores sobre

ejemplos.
Gy (x) = 00x
Go(x) = 01x
Gy(x) = 10x
A. Estructuras inductivas G, (x) = 11x.

Definicion 2.1.1. Sean E un conjunto de objetos y K un

conjunto de operadores de aridad n. Se define estructura A continuacion demostraremos que C(B, K,) = C(B, K;). En

inductiva, que se nota ¢ (B, K), de la siguiente forma: efecto, en primer lugar como el conjunto E es el mismo en

i, Cadaelemento de B es un elemento de C (B, K). ambos conjuntos lo que hace falta es demostrar que cada F; esta

ii. Si FeK es un operador de aridad n, y si en C(B. K3)yque cada G; estaen C(B. K.).
€4, €10y € CLBK) entonces
Fley c0um.cn) € C(BLKD.

iii.  Cadaelemento de C{E, K se obtiene de i. 0 ii.

-
F(x) = 0x0 = G,(y0) = 0030 = 00y 0 donde Oy es x, y

ademas Oy y ¥0 son sucesionesde Oy 1.

-
Ejemplo 2.1.1. Sean B = {0} y K = {s}, donde F(x)=0x1=06,(y1) =01y1 =01y1 donde 1y es x, y
ademas 1y y ¥1 son sucesionesde Oy 1.
sN-HN
F(x)=1x0= G, (v0) = 1070 =10v0 donde 0
7 x = b = - P = P = 1] on e 7 es ,
xrx+1, ) ) ) ‘—v:i Y x Y

ademas Oy y ¥0 son sucesionesde Oy 1.
Entonces C(B.K) = H.

E(x)=1x1 = G,(y1) = 1131 =11y1 donde 1y es x, y
Ejemplo 2.1.2. Sean B = {0}y K = {f1, donde _ -
ademas 1y y y1 son sucesionesde Oy 1.

fi:N =N
Ahora,
xrxt+ 2,
——
Gy (x) = 00x =F,(0y) = 0y00 =000y donde Oy es x, y
Entonces £ (B, K es el conjunto de nimeros pares. -
ademas 0y y 0 son sucesiones de 0y 1.

Ejemplo 2.1.3. Este ejemplo muestra dos estructuras .
inductivas generadas por el mismo conjunto B y diferentes & (x) = 01x = E(1y) = 01y 1 =01¥1 donde y1 es x, y
"

operadores, pero lo importante de éste, es que las dos
estructuras inductivas resultan iguales.
Sean B ={00,01,10,111 y K, ={F,. F,, F,, F,} donde

—_
F; son operadores sobre sucesiones de 0 y 1 definidos asf: G:(x) = 10x = K (0y) =10y 0 =10y0 donde y0 es x, y

ademas 1y y y1 son sucesionesde Oy 1.

ademas Oy y ¥0 son sucesionesde Oy 1.
F, (x)} = 0x0

F(x) = 0x1
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—r—
Gy(x) = 11x = (1y) = 11y 1 =111 donde y1 es ,

y ademas 1y y ¥1 son sucesiones de 0 y 1.

Ejemplo 2.1.4. El lenguaje proposicional es un ejemplo de
estructura inductiva, donde el conjunto de bloques es
B =1A4,, A;. A;....} (simbolos proposicionales) y el

conjunto de operadores se define de la siguiente manera:

F:5%= 5"

a = F (a) = (—a)

F,:5*x §*—>5*

(e, B) = E (e, B) = (av§)

F:5%x §*=5*

(. f) = Ela.f) =(anf)

F,:5*x 5* o5t

(e.f) = F(eB) = (a = p)

F.:5*x §*=5%
(. ) = F (. f) = (o = B).

Donde 5% es el conjunto de todas las sucesiones finitas de
elementos de S=BuFuil(l}
F={- Vv, A, = ) Siendo K ={F_, F,, F,, F., F.},

con
se define £L=C(E K} y se denomina el lenguaje

proposicional, sus elementos se llaman férmulas

proposicionales o férmulas bien formadas.

Definicion 2.1.2. Sea C(E. K} una estructura inductiva. Se
dice que C(E,K) satisface lectura Unica si para cada
b e C{B.K) se tiene exactamente una de las siguientes

condiciones:

i. beE o
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ii. Existen a,....o, € C(E.K} Unicos y un Unico

operador F € K tal que & = F{a,....a,}, Y ningln

elemento de E es de la forma F (g, ... &y ).

Definicion 2.1.3. Sea € = C{E.K’) una estructura inductiva, y
sea P una propiedad que satisfacen o no los elementos de . Sea
F un operador de aridad n de X.
Se dice que F preserva P:

Si ay....a, satisfacen la propiedad F, entonces

F{ay....a, ) satisface la propiedad P.

Principio de Induccion Logico 2.1.1 Sea C{E.K) una
estructura inductiva con E el conjunto de objetos y K el

conjunto de operadores tales que:

i.  Cadaelemento de E satisface la propiedad P, y

ii. Cada operador preserva la propiedad F.

Entonces,

Cada elemento de £{E, K} satisface la propiedad F.

Nota 2.1.1. En el Principio de Induccién Légico 2.1., la parte ii
es relevante para las pruebas por induccién ldgicas. Para
demostrar que cada operador preserva la propiedad se supone
gue los elementos sobre los que actda el operador satisfacen la
propiedad, dicha suposicién se conoce como hipétesis de
induccién.

B. Definiciones Inductivas

En esta seccion presentamos tres teoremas, el primero es una
generalizacion del Lema 1.1., los dos ultimos establecen
definiciones inductivas sobre cualquier estructura inductiva que
satisface lectura Unica. Ademas, ilustramos dichos teoremas con
ejemplos.

En CAICEDO (véase, [6]) se presentan los teoremas de
definicion por induccién, pero alli usan funciones recursivas.
Nuestra presentacion sigue las ideas presentadas en MUNOZ,
GOLDSTERN (veéase, [3,4]).

Teorema 2.2.1. (Definicidn de induccion sobre B generalizada).
Sea & una funci6n binaria con dominio M x A y rango un
subconjunto de A y sea a, € A. Entonces existe una Unica

funcion f con dominio B que satisface:

f':':':] =ty
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Fle+1) =6k fk), vkeN

Demostracion. Sea £ la coleccion de todos los

subconjuntos B de M = A tales que:

(0,ap) € R
Sifn,x) eR = (n*.6(n,x)) € R.

C=0 vyaque WxAel. Sea f=10lg. R

entonces

fecC:(0.a;)ef yaque (0.a) E RYReC.Y
si (n.x) €f, entonces (n,x) € R,WR € C, por
tanto, (n*.Gln,x))eRvReC, es decir,
(n*.6(n,x)) € f.

f es la minima relacion que satisface i. y ii.
Supongamos lo contrario, es decir existe g que
satisface i. y ii. y tal que g = f. Como g € C,
entonces ge f, y por tanto fc g, lo que

contradice la hipotesis.

El dominio de f es M como puede verse por
induccion: 0 e dom (f), ya que
(0,a,) e RYReC. Suponemos que
n e dom (f), por tanto existe y e A tal que
(my)ef, luego (n*.G{n,¥)) € f, es decir
n* e dom (f).

f es funcion: sea
S=me:Qxed)Aanx) e f Axdnical.

Basta mostrar que 5 = M. Por induccion:

» 08 yaque (Oay)e f, y a, es el
Unico elemento en A tal que {0, a,) € f,

pues si se supone lo contrario, es decir, si
existiera v = ay € A, tal que (0,v) € f,

nos lleva a contradecir la minimalidad de
f, como se muestra a continuacion: sea

Ff=f-{0.y9} fec ya que

(0.ay) € f, pues (0.ay) € fy es distinta de
(0.v), debido a que y £ ap, y si (nx) e f
entonces (0.ey}e f y por fanto,
(n*.G(n.x)) € f, siendo esta Ultima diferente
a (0, ), ya que cero no es sucesor de ningln
namero natural. Asi, fc f.

= Supongamos que n £ 5, es decir existe una
Unica x € A tal que (n.x) € f. Ahora, como
(m,x) € f entonces (n*.G(n, x)) € f por ii.,
y de aqui (n*.G(n.x)) e 5. Falta ver que
Gim x) es Unica. En efecto, si existiera
v # G(n,x) tal que (n*.y) € f se tendria la

siguiente contradiccion: sea
fli=f—{n*y)kf eCyaque (0ay) e f

y {0, &y} = {n*.¥) pues cero no es sucesor de
ningdn numero natural, y si {(p.g) e f'
entonces  (p.glef y por tanto
(p*.Glp.qh) Ef; ademés
(*.G(p.q)) = (n".y), pues si pEn
entonces ptEnt y por tanto
(p*.Glp.g)) = (n*,y); ysip=n, entonces
(p.g) = (n.x) ya que por hipdtesis x es

Unica, luego
(" 6Ea)* ".6(nx))ef y
(n*.Gn.x)) = (nhy), es decir

(p*.6(p.q)) = (™. 3). Asi, f'c F, lo cual

contradice la minimalidad de f.

Teorema 2.2.2. (Definiciones inductivas).
Asuma que € = C(B,K) satisface lectura Unica. Sea A un

conjunto, y sea f una funcién con dominio B y rango incluido
en A. Suponga que para cada F en K se tiene una funcion -

que satisface:

i Si F es wuna funcién de aridad =n, entonces
dom (G;) = A"
ii.  rango(G:s) S A.

Entonces, existe una Unica funcion f tal que
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i.  f(b) = f,(b) paratodo bloque & € B.
ii. Para todo =, todo operador de aridad n, F € K,

todos @y, ..., €N C:
flFCay ran)) = Ge(far). . flay)).

Demostracion. Sea L la coleccibn de todos los

subconjuntos R de C x 4, con € = C(B, K tales que:

i. (b (b er
i. ((ay,...e,)x)eER - (Flay, ...a,).G;(x)) ER

L=oyaquel xAel. Seaf =TI, R,entonces
o feL:(bf(B)ef ya que
(5. f(B)) eRWREL y si

({ay, v, anlx) € f.({ay, w.ay).x) ERVREL
, por lo tanto (Flay,...a,).6:(x)) € R,¥R €L,

es decir

(Flag, .ap 2 Gs(x)) e f

e [ es la minima relacion que satisface i. y ii.
Supongamos lo contrario, es decir existe g que
satisface i. y ii. y tal que g = f. Como g € L,
entonces gef y por tanto fc g, lo que

contradice la hipotesis.

e EIl dominio de f es £ = C(E.K) como puede
verse por induccion: b e dom (f), ya que
(b fy(b)) € R,wR € L. Ahora, supongamos que
(ay,...a,) € dom (f), por tanto existe y € A tal
que (lay, w.an L ¥) EF, luego
(Flay, ..ay). Gs(y)) E F, es decir,
Flay,...a,) € dom (f).

e fesfuncion: sea
S={lay..a,) eCB.K):(3x e
A¥lay, o x) € f Ax es Gnical

Basta probar que § = C{EB. K). Por induccion:

be&, ya que (b fi(b))EF Y f(B) es el Unico
elemento en A tal que (b, £, (b)) € f, pues si se supone
lo contrario, es decir, si existiera y = f,(b) € 4, tal que
(b, ¥) e f contradice la minimalidad de f, como se
muestra a continuacion: sea f = f — {(b.y)}.Ff €L ya
que (b, f,(B)) € f y es diferente a (b, v debido a que
y= (b, y si (lag..a,hx)e f entonces
(lay.wan hx) EF y
(Flay, ...a,).G.(x)) e f, y siendo esta dltima

por tanto

diferente a {h.v), ya que b € E y por lectura Unica no
puede ser de la forma F(a}, ... ay ). Asi, f = f. Lo cual

contradice la minimalidad de f.

Supongamos que (ay,...a,) €5, es decir existe una
nica x € 4 tal que ((ay,...a,)x) € f. Ademas, ya
que f £ L se tiene que (Fla,....a,). G.(x)) € f, y de
aqui (Flay,...a,). G,(x)) € 5. Falta ver que G,(x) es
Unica. En efecto, si existiera v = G.(x) tal que
(Flay,...a,), G, (x)) € f se tendria la siguiente
contradiccion: sea f':=f — {{(ay e an ) v)}: f €L
yaque (b (B EFY (b () = Flay. ...a.)y)
pues b= Fla,,...m,) porque C(E,K) satisface

lectura Unica, y si ({p,,...po).q) € f entonces

((pr..Pndg)Ef y por tanto
(Flp,. .2, ). G.(@Y) EF por ii.; ademas
(Flpy. . 20). G (q)) # (Flay....a).y),  pues si
(P v pnd = layg, o) entonces

Flp,,...p,) = Fla,,...a,) por lectura tnica y por
tanto  (Flpy. ..p). G (g)) # (Flag, woagdiy); Yy si
(P pnd = (@g, o @n ), entonces
((py. .10 ) = (lay. ... @, ). x) ya que por hipdtesis
x es Unica, luego
(Flpys P, 6o (q) ) = (Flag, . an), G (x)) y

pertenence a f y
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(Fpy s pn). G5 (x)) = (Flay, . an). y), es
decir, (F(py....pn). G:(q)) # (Flay, .. a). ¥).

Asi, f' = f, lo cual contradice la minimalidad de
f.
Teorema 2.2.3. (Definicion inductiva generalizada).
Suponga que C = C(E.K) satisface lectura Unica. Sea A
un conjunto, y sea f; una funcién con dominio B y rango
contenido en A. Suponga que para cada F en K se tiene

una funcioén G que satisface:

i. Si F es una funcién de aridad #, entonces
dom (G;) =A™,

ii. rango (Gz) S A.
Entonces, existe una Unica funcion f que satisface:

i. f(b) = f,(b) paratodo bloque b € B.
ii. Para todo =, todo operador de aridad n, F € K,

By sty ENLCE
f(F(ay, s an)) = G (g s @, f @), s £ (@),

Ejemplo 2.2.1. Consideremos 5 = {a, b.c} el conjunto de

tres simbolos. Se define una estructura inductiva con los
tres bloques @, b.c Yy los tres operadores K = {F,.F;.F.}

definidos asi:

FElx) =xz. ze{a.beh

C(5.K) = 5%, el conjunto de todas las sucesiones finitas
de 5. Mostremos que 57 satisface lectura UGnica. En
efecto, si g € C(5.K)

posibilidades:

entonces se tienen las siguientes

. ge5 esdecirg=aog=5bog=rc, entonces
g = Fi(x), donde ze{a.b.c} v xeC(5K),

pues de lo contrario

a=E(x) v b=Elx) v c=E(x)

lo cual es imposible.

Il. Sig=F(x) donde zefab.cl vy xe (5. K), es
decir, g = F,(x) 0 g = Fy(x) 0 g = E(x).

e Veamos que F, es Unica. Supongamos lo

contrario, es decir, g = E{x) = E,(x) donde

w e {@, b, c}, es decir xz=axw de donde
Z=Ww.

e Veamos que =xe C(5.K) es Unica.
Supongamos lo  contrario, es  decir,

g = F(x) = E(y) de donde xz=yz. Por

tanto x = y.

Ahora con la estructura inductiva 5%, que satisface lectura

Unica, definamos por induccion (véase, Teorema 2.2.2) la
funcidn concatenacién sobre 57,

Sea A=5% y f:5— 5% definida por f(x}:=x. Para cada
F, € K, sea Gg_(x) = xz. Entonces, existe una dnica funcion f

tal que
o flb) =f1) vbes§
e Paratodo operador F, e K y ¥wx € C(5.K)
fIEG) =6, (f) = f0) =
Ejemplo 2.2.2. En primer lugar definamos por induccion el
ntmero de blogues en una férmula proposicional. Sean A4, un
bloque,y « y £ elementos de C(E,K). Entonces
fla,) =1
flaa) = fa)
Fle@p) = flad + FI8).

Donde

Gz (n) =n
Gy n.m) = n+m,

Con @ e {w. A, =, =, |L
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En segundo lugar definamos el maximo = tal que 4, es

un bloque en la férmula e.

fld,) =n
flaa) = f(a)
fla@B) = max{fla), f(G).
Donde
Gz (n) =n

Grg (n.m) = max{n, m}

con @ e v, A, —, = |L

I1l.  CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

A partir del teorema de definicion por induccion
generalizado (véase, [4]) se enuncian y se demuestran dos
teoremas que hacen referencia a induccion sobre
estructuras inductivas. Estos generalizan los dos teoremas
de definicion por induccion que se presentan en MUNOZ
(véase, [3]). Ademas, la introducciéon de estructuras
inductivas (véase, [4]) hace mas facil (desde un punto de
vista didactico) las pruebas por induccién en férmulas en
un curso de ldgica clasica. Los ejemplos permiten entender
aun mas las definiciones por induccion (o mejor conocidas
definiciones por recurrencia, véase [1, 2, 6]).
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