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SOLUCION DE LA ECUACION DE CAUCHY - EULER POR MEDIO DE LA
TRANSFORMADA DE MELLIN.

Solution of the equation Cauchy — Euler by the Meih Transform

RESUMEN
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ABSTRACT

In the present work a solution of a linear ordinalijferential equation with
variable coefficients inhomogeneous, case Cauéhyler, using the
technique of integral transforms, is given. The tnapgropriate technique for

the solution of the equation in question is theliétansform
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1. INTRODUCCION

Este trabajo corresponde a la aplicacién de kidaéde
las transformadas integrales a la solucién de la@aén
diferencial ordinaria con coeficientes variables.

dy _
tax o TaYy= a(x)

Esta ultima ecuacion (1) representa la conocida@én
de Cauchy - Euler &cuacién Equidimensionala cual
es una ecuacioén diferencial ordinaria de ordexon
coeficientes variables no homogénea, doagde, 4, .....
a;, &, Son constantes reales, o de igual modo:

n dk
> ax OIXky+aoy=g(x) (2)

k=1
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Finalmente se da una solucién algoritmica por medio
la transformada de Mellin, el cual permite poner en
practica una alternativa con software especializado

2. TRANSFORMADA DE MELLIN

2.1 Generalidades

La transformada de Mellin es la transformada mas
popular en el analisis de algoritmos. Ademas esta
estrechamente relacionado con la transformadatelsl

de Laplace y la de Fourier. La popularidad de esta
transformada radica en dos propiedades importantes:
permite la reduccion de ciertas ecuaciones funtésren
unas algebraicas, y suministra un mapeo directee ent
expansiones asintoticas de una funcién cercanaoacce
infinito y el conjunto de singularidades de la
transformada en el plano complejo. [1] La transfmlen

de Mellin puede ser vista como la transformada de
Fourier.
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2.2 Definicion

Dada una funciof(x) definida para valores positivos de
y que satisfaga las condiciones [2]:

[ £ [x7dx <o
[71 (0 [x* " dx<eo

Para algunos nameros reales; y o, cono; < oy la
transformada de Mellin d¢x), se define por

F(s) = [ f(x)x""dx, 3)
0
con S=0 +iT, con Scompleja.

La férmula (3) se puede escribir de la forma:

F(s) = M{f(x},

F(s) = M{f(x),s}

Con F(S) conocida, la funciénf(x) se obtiene aplicando
la transformada inversa de Mellin asi:

f(x) = %j::ﬁ(s)x*ds (4)

Donde el camino de integracion se sitla paralelejal

imaginario del plano complejg, su integral se entiende
como su valor principal. La férmula (4) se cumpéra
funcionesf(x) continuas.

Si en el puntoX = X,, X, > 0, la funcién f(x) posee un

punto singular finito de primer orden, entoncepdate
derecha de (4) en ese punto toma el valor de

1106 =0+ 10, +0)
De igual forma (4 ) se escribe de la forma

(0 =M HE(9)},

f(x) =M {E(s), x}

2.3 Relaciones entre las transformadas de Mellinlgs
transformadas de Laplace (L) y de Fourier (F).

Se relacionan de la siguiente forma
F(s)=M{f(x)s}= L{f(e‘*),s}+ L{f(ex),—s}
F(s) =M{t(x),s}= F{f(e™)is}.

Lo que permite utilizar de manera valiosa las tlla
existentes para las transformadas de Laplace y de
Fourier.

2.4 Propiedades de la Transformada de Mellin

Es de recalcar que la transformada de Mellin cartgd
siguientes propiedades asi [3]:

FUNCION TRANSFORMADA
y="f(x M{f ()} =Y(s)
af, (x) +bf,(x) aF, (s) + bF,(s)
f(ay, a>0 a " °F (s)
x?f(x) F(s+ a)
e -
x F(-s)
1-s
f(x*), B>0 EF(EJ
fe (%) ~(s-1)F(s-1)
xf', (X) ~ SF(s)
_a\n r(S) = e
TG T AT M
e ¥ a“°r(s)

Tabla 1. Propiedades de la transformada de Mellin.
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2.5 Solucién a un problema

Basados en la tabla
9(x) =xf, (x)  la
correspondiente aplicando (3).

No. 1,
transformada de

obtener para
Mellin

sea F(s)=M{f(x}y G(s)=M{g(x)} .y al
aplicar (3), se tiene que:

G(s) = jo‘” x f'(x)x>dx

G(s) = jo“ f ' (x)x°dx

Donde esta ultima integral se puede resolver pdegpa
llegando a:

G(s)=x*f(x) | —sj: f(x)x*dx  (5)

La expresion Xx°f(X) |: se anula erx=0, y en

X =00, debido a quéx) es una funcién acotada. Por lo
tanto al analizar la integral definida encontrardesque

en el integrando de (5) se encuentra definida la
transformada de Mellin déx), la cual es de la forma

M {f(x)}= F(s) ,esdecir

G(s)=M{g(x)}=M{xf (x)}=-sF(s)-

De igual manera pafa(x)=xf ", (x) es facil obtener la
transformada, veamos:

Sea H(s)=M{h(x)} y al aplicar la definicion
expuesta en (3), se tiene

H(s) = jo‘” x2 f "(x)x°dx,

H(s) = jo‘” f (X)X dx .

Donde esta ultima integral se puede resolver paepa
en forma analoga a la anterior, llegando a:

H(s) = x*f (%) |7 —(s+1)jo°° fr(x)x°dx (6)
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Utilizando la acotacion de(x) de (6) se encuentra
definida la Transformada de Mellin pagé&)= x f '(x) la

cual es de la forma M {g (x)} =G(9) asi:

H (s) = M{h(x)} = M{x? t " (0} = ~(s + 1)(~sF (s))
M{x? " (x)} = (s +1)(sF (5)) -

Utilizando procedimientos analogos (recurrenciafjaes
demostrar que:

M{x* " (x)}= —s(s+1)(s + 2)F (s)

Resumiendo en forma de tabla, se tiene.

FUNCION TRANSFORMADA
y=109 M{y = f(}=Y(s)
dy -sY(s)
dx
247y s(s+1)Y(s)
dx?
LY —s(s+1)(s+2)Y(s)
dx®
o d4}f s(s+1)(s+2)(s+3)Y(s)
dx

Tabla 2. Resumen al problema planteado.

Por induccion, se tiene el siguiente resultado:

M Xkdky
dx

k

} = (-1)*s(s+1)(s+2)...(s+ k -1)Y(s),

conk [ [1,2,..n] :

Utilizando esta Ultima expresion, se obtiene:

M | x dky
dx*

}:Y”(s)(—l)k[l(s+k—1). (7)
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3. SOLUCION DE LA ECUACION DE CAUCHY-
EULER

Al aplicar la transformada de Mellin en (2), oleeros
[4]:

n k
M a, x
{;1 T dxX

d y]+m[aoy]=m[g<x>].

Suponiendo que el término no homogéng®x), es
transformable Mellin, denotada por
M {g(x)} = G(s) .Yy que la transformada de Mellin

de una suma es la suma de las transformadas, oizisne

> M

n
k=1

cdty e
|:akx dxk}"'M[aoy] G(s),

«d¥y S
a,M| x e +aOM[y]=G(s).

Reemplazando la expresion obtenida en (7), se dega
n n k - ~

2 AV (D[] (s+ k-1 +aY(s) =G(s)
k=1 i=

de aqui:

V(s) = : G(S)k
A +Zak(_1)k|_l (s+k-1)

Tomando la transformada inversa de Mellin a lamdti
expresion, se llega a la solucion de la Ecuacion de
Cauchy-Euler de la siguiente forma.

G(s)

(8)
2 +zak(—1)kﬁ(s+k—1)
k=1 1=

y(x) =M™

4. CONCLUSION GENERAL

Como hemos visto la transformada de Mellin esaitila
representacion de los modelos de las transformadas
integrales, para la solucién de ecuaciones diféabsc
ordinarias, donde no es aplicable otro tipo de

Scientia et Technica Afio XV, No 42, Agosto de 2008iversidad Tecnoldgica de Pereira

transformadas. Utilizando un algoritmo similar al
descrito en este trabajo es posible realizar dfgos
computacionales para la solucién de (1) empleando
software especializado como es el caso de Matlab,
Scilab, Maple entre otros.
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