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UNA APLICACION DEL GRADO DE COINCIDENCIA A UN PROBL EMA PERIODICO

An application of the degree of coincidence to a pedic problem
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1. INTRODUCCION Teorema 2.1.Si
1 (T 1T
Se quiere resolver el problema g < ?f p<gr6g’< Ff p<g
0 0
{u” +g@) =p(t) (L.1) entonces existe solucién del problema (1.1).
u, T — periddica

) ) A estas condiciones se les conoce camrmiciones de
dondeg es continua y acotadguycontinua. Landesman-Lazer.

La idea aca es entonces aplicar las condiciones de opgervacién. Si por ejemplog™ < g(w) < g* para
Landesman-Lazer para aproximar la solucion y asi 540y e R 6g* < g(u) < g-, entonces las condiciones

garantizar la existencia de solucion al problema)(1 de Landesman-Lazer son necesarias.
2. CONDICIONES DE LANDESMAN-LAZER Para ver esto, seesolucion de la ecuacién diferencial
Supéngase que existen los siguientes limites: W+ g(w) = p(t)

lim g(w) =g", lim g(u) =g~ con T periédica, entonces

entonces se tiene el siguiente teorema:

Fecha Recepcién: 9 de Septiembre de 2010
Fecha aceptacién: 15 de Noviembre de 2010



145 Scientialeichnica Afio XVII, No 46, Diciembre 2010. Univetaid Tecnoldgica de Pereira.

fOTu”+fOTg(u) = forp(t)

entonces

1 (7 1 (7 .
SRS WIORY

1 (T 1 (T
7] P =7] 9 >4

Demostracién. Se procede a demostrar el teorema
anterior. Considérese el siguiente conjunto:

X = Cper[0,T] = {u € C[0, T]: u(0) = u(T)}
Y = C[0,T]
D = {u € C?[0,T]: u(0) = u(T), u'(0) =u'(T)}
Sea el operadar: D —» Y conLu = u"’ (lineal), N: X —
Y con Nu(t) = p(t) — g(u(t)) (continuo). Ahora, si

Lu =0, entoncesu =cte y de aqui KerL =R.
Ademas

1m(L)={<p € C[0,T]: fTwz O}

En efecto, sip € Im(L),u"” = ¢ parau € D, entonces

T T
O=fu”=f<p
0 0

. T
Por otro lado, S|f0 ¢ =0, entonces se resuelve el
problema

u =9
Asi,
T

u’(t)=c+f 1)

0

con u'(T) = c =u'(0) y luego

T rs
u(t)=d+ct+ff<p
0 0

Comou(0) = d, se tiene que

u(T)=d+CT+fT<fS§0>dS
0o \o

entonces se elige tal que

v+ [ ([o)as=o

Se puede elegir

P:X-X, Q:y-Y

tal que

1 T
Pu=1u:= Tf u(t)dt (promedio)
0

Qp=¢
Es inmediato que€? = P, Q? = Q y ademas
Im(P) = R,Ker(Q) = {¢: @ = 0} = Im(L)
De esta forma
L:D nKer(P) = Im(L)
es biyectiva.

Para @ €eImL, Kp=u es la Unica solucion del
problema

ull — (p
u(0) = w(T),w'(0) = w'(T)
u=20

3. COMPACIDAD DEL OPERADOR N
Se verifica ahora que el operadibesL-compacto.
Proposicién 3.1. (Wirtinger). Sea el conjunto
A ={u€C0,T]: u(0) = u(T),u =0}
Entonces, existe una constaotéal que
”u”c[o,r] = C”u’”C[o,T]
Para toda: € A.

Demostracion. Si # = 0, entonces existe, tal que
u(ty) = 0. Luego,u(t) = ftto u’ cumpliéndose que

[ul < TllWllcpo,m
Asi que,

”u”C[O,T] = T"u’"c[o,r]
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Como una consecuencia de lo anterior, puede verse q
existec tal que

lullczrory < cllwllcpom
paratodau € A n C?[0,T].

Para mostrar esto, puede verse también qug®i =
u(T), entonces existe,tal que u'(t,) =0, entonces

u'(t) = ftt u", donde |[u'|l. <Tllu'll, y luego el
0
resultado es trivial, pues

llullcz = llullc + lIu'lle + llwllc
Ahora, sea
KU —-Q)N:Q - X,
de donde) se define como el conjunfo: ||v||; < R}.
Parav € Q(l|v|lc) < R se tiene
¢=U-Q)Nv=Nv—Nv

entonces ||l¢|lc <M, para cierta constanteM

independiente de (depende soélo de).
Ahora, siu = K¢, entonces
u” =@, % =0,u(0) =u(T),u'(0)=u(T)
entonces,
llullcz < Wl = cligll < cM

Esto prueba queK(I — Q)N(Q) es acotado parh ||.2
y entonces es compacto paffa ||c. (La inclusion
C? & C es compacta) .

Teorema 3.1. (Continuacion). Sea un abierto acotado
y L un operador de Fredholm de indice cerxb,L-
compacto con las siguientes propiedades:

1. L(u)# AN(u) parau € dom(L) N0 y para
todoA € (0,1].

2. QN(u) # 0 paratoda: € Ker(L) n 1.

3. deg;s[JQN; QnKer(L),0] #0

donde JQN: Ker(L) —» Ker(L), entoncesL(u) = N(u)
tiene al menos una solucion éom (L) N Q.

Se verifican a continuacién las condiciones defem@m
3.1 para el problema en cuestién.

Eligiendo Q = BR(0), R apropiado, se ve que las
soluciones déu = ANu conl € (0,1] estan acotadas. Si
no, existel, € (0,1],u,, € D tales que

Luy, = A,Nuy, lunllc — oo
En este caso, llamesg = u,, — u,,. Entonces

lvnllcz = cllvylle = cllu”sllc = cAnlINuyllc

Como [|[Nu,l|l; < M, entonces{v,} es acotada para
I-llg2., luegot, — oo,

Tomando una subsucesién, supéngase por ejemplo que
u, — %, entonces

{u”n = An(p — 9(uy))

Up T—periddica

Se tiene entonces

0= fu = 4 fOT(p—g(un))

obteniendo

fOTp = fOTg(un)

pero,u, = u, + v, (v,acotada), entonceg(u,) - g*,
llegando a

T
fp=T-g+
0

que es igual a

1 T
— =gt
Tfop g

lo cual es un absurdo.

Considérese el operadoj:ImQ - KerlL y J=
Identidad, luegoJQN = QN.

Como Ker(L) = R, se tiene quelQN restringida al
nacleo del es simplemente la funcién de una variable

1 T
JON@ =7 [ (p© - g(@)de = p - g (o)
0

Para c > 0, se tiene que/QN(c) >0>JQN(—c) o
viceversa, dependiendo de cual de las hipétesis del
teorema 2.1 valga (porqug(c) - gty g(—c) » g~ ),
entonces claramente paraQl=B.,(0) con ¢
suficientemente grande) n Ker(L) = (—c,c¢). Luego,
JON no se anula en el borde y como hay un cambio de
signo, el grado vale 1 o -1. Esto puede verse gadqula
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fila,b] » R continua tal quef(a) <0< f(b) (o
viceversa) , se define

_f®) - f@
—a

p(O) == ———(t - )+ f(@

y entonces la funcién

@) =20 + (1 = Do)

no se anula eani enb . Se deduce que

deg(f, (a,b),0) = deg(y, (a,b),0) = £1

4. CONCLUSIONES

Dentro de los métodos topoldgicos, los teoremas de
punto fijo se han aplicado a la resoluciéon de diaer
ecuaciones no lineales [2], [3]. En este articuo s
demostré utilizando las condiciones de Landesman-
Lazer, la existencia de solucion (bajo ciertas
condiciones) de un problema periédico no lineal.

Utilizando el teorema (2.1) y(3.1), se probé que el
operador N definido para el problema (1.1) era L-
compacto.
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