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SOLUCION NUMERICA DE UN PROBLEMA DIFERENCIAL DEFINIDO SOBRE UN
DOMINIO HETEROGENEO 1Dy 2D

Numerical Solution of a Differential Problem Defined on Heterogeneous Domain 1D and 2D

RESUMEN

En este articulo se encuentra numéricamente el primer valor propio de una
ecuacion diferencial parcial definida sobre un dominio heterogéneo,
considerando los casos unidimensional y bidimensional. Se utilizan como
herramientas de solucion numérica elementos de Teoria de Homogeneizacion y
el Método de Diferencias Finitas.

PALABRAS CLAVES: Algoritmo de Thomas, Dominio Homogéneo, Dominio
Heterogéneo, Ecuacion de Ondas, Método de Homogeneizacion, Método de
Diferencias Finitas, Método de la Potencia Inversa, Problema de Valores
Propios.

ABSTRACT

In this paper we find numerically the first eigenvalue of a partial differential
equation defined on a heterogeneous domain, considering the one-dimensional
and two-dimensional case. We use as tools of solution numeric elements of
Homogenization Theory and Finite Differences Method.

KEYWORDS: Thomas’s Algorithm, Homogeneous Domain, Heterogeneous
Domain, Wave’s Equation, Homogenization Method, Finite Difference Method,
Inverse Power Method, Eigenvalue Problems.

1. INTRODUCCION

Un material compuesto esta formado por la combinacion
de varios constituyentes que difieren en su forma o
composicion en una macroescala. Hoy en dia estos
materiales son ampliamente estudiados y utilizados en
distintas areas de la produccién, como por ejemplo,
industria de la construccién, industria automotriz,
aeronautica e incluso medicina. En [5], por ejemplo, se
realiza un estudio de las propiedades aislantes del
hormigén liviano, que es una mezcla de arena, agua,

Aw =

menos Laplaciado, donde A =
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V- ot
=0 sobre 0Q).

Si se supone que su solucion es de la forma
W(X,t) = u(x)e"‘" , X €eIRY se obtiene el siguiente
problema de valores propios para el operador diferencial

2

cemento y esferas de poliestireno expandido. v
En un buen material compuesto las heterogeneidades son —AU=AU en Q, @)
muy pequefias comparadas con las dimensiones globales Uu=0 sobre 8Q.

del material y generalmente se asume que tienen una
distribucion periddica. Con esto, el material se puede

2)

considerar formado por la repeticion de una celda de
referencia que contiene la heterogeneidad. Desde el
punto de vista de la modelacion, esta periodicidad se
representa mediante un pequeilo parametro & .

Para introducir la formulacion matematica de interés se
sabe de la fisica (ver [4]) que el movimiento ondulatorio
de un cuerpo homogéneo que ocupa un dominio
Q cIRY, fijo en los bordes estd gobernado por la
ecuacion de ondas
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En este trabajo se encuentra numéricamente el primer
valor propio de una ecuacion diferencial parcial con
condiciones de borde Dirichlet homogénea, del tipo (1) —
(2), pero definida sobre un dominio heterogéneo,
considerando tanto el caso unidimensional, como
bidimensional del modelo que se describe a continuacion.

Para el caso unidimensional, se define la celda de
referencia Y de longitud &, dividida en Y, (en gris) e
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Y, (en negro) como se muestra en la Figura 1, tal que
Y =Y, UY,, Y, NY, =¢, de forma que en Y, existe
un material de densidad de masa uniforme £, y en Y,
hay otro material, también de densidad de masa uniforme
Hy,con Ly # U, .

- —
- 5

Figura 1. Celda de referencia unidimensional Y, ocupada por

dos materiales con densidades de masa uniforme diferentes.

Asi, se tiene que la densidad de masa en cada punto X de
la celda esta dada por

a(x) = w7, (X)+ 11, 2, (x),

donde y; (X) es la indicatriz' del material i, con
i =1,2. Ahora, se supone que la celda Y, se repite

exactamente N veces en el dominio €, = ]0,1[
cubriéndolo perfectamente, tal como se muestra en la
Figura 2. Con esta construccion a(x) es Y—periddica

sobre Q.

0 1
F_T_.‘i‘_?_‘i." — — — .ul-‘_?_.{
Figura 2. El dominio Q,, formado por la repeticion de N veces

la celda de referencia Y.

Con esto se tiene que el modelo unidimensional a
estudiar es

d du?®
——]a’(x =A°U° enQy, 3)

dx ( ) dx
ué =0 sobre 0Q);. 4

) X
donde se define a (X) = a(—j ,paratodo & > 0.
&

Ahora, para el caso bidimensional, se considera la celda
de referencia J, cuadrada de lado &, divididaen J, (en

gris) y J, (en negro), tal que J= ‘]_1 ) \]_2,
J, M J, =@, como se muestra en la Figura 3. Ademas,
se supone que en J, existe un material de densidad de
masa uniforme 0, y en J, hay otro material de densidad

de masa uniforme o,, tales que o, # 0, .

! La funcion indicatriz del material se define como
1 sixeY,,

Zi(x)z 0 sixeY,.

o

—=—¥
Figura 3. Celda de referencia bidimensional J, constituida por
dos materiales con densidades de masa uniforme diferentes.

Si ademas se supone que el medio es isotropico, se tiene
que la densidad de masa de cualquier punto (X, y) de la
celda esta dada por

ax,y) 0
0 a(x,y)|’

donde G(X, y)= GIZI(X, Y)+ (72)(2()(, y) y )(i(X)

es la indicatriz del material i, para i =1,2. Como antes,

A(X> y) =

se considera que esta celda se repite exactamente N veces
en la direccion x y N veces en la direccion y cubriendo

perfectamente el dominio Q2 = ](),l[x ](),l[ tal como se
muestra en la Figura 4, obteniéndose A(X, y) J-
periddica sobre €2,.

1
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Figura 4. El dominio Q,, formado por la repeticién de N veces
la celda de referencia J, en ambas direcciones X e Y.

Con esta construccion se tiene que el modelo
bidimensional a estudiar queda formulado como

—div(A*Vu® )= s e 5)
u & _ 0 sobre 8(22. (6)

Desde el punto de vista de la interpretacion fisica, el
problema de interés se puede entender como encontrar la
frecuencia principal de vibracion de una cuerda y de una
placa cuadrada heterogéneas para el caso unidimensional
y bidimensional respectivamente.

La estrategia de solucion sera aplicar elementos de Teoria
de Homogeneizacion para obtener un problema
homogeneizado equivalente al original y a este ultimo
aplicar el método de diferencias finitas, resolviendo el
problema discreto por un método numérico ad hoc. En la
siguiente seccion se detallan estas ideas.
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2. NOCIONES PRELIMINARES

El objetivo de esta seccion es entregar algunos conceptos
elementales necesarios para encontrar la solucion del
problema de interés.

2.1. NOCIONES DE HOMOGENEIZACION

El propdsito de la Teoria de Homogeneizacién es
establecer el comportamiento macroscopico de un
sistema que contiene heterogeneidades microscdpicas. La
idea nace del hecho que al trabajar con materiales
compuestos, los métodos numéricos clasicos para la
resolucion de ecuaciones diferenciales presentan
problemas de convergencia o son simplemente
inaplicables. Se referencia a [2] para mas detalles al
respecto.

Visto desde el punto de vista matematico la solucién de
un problema de valor de frontera dependiente de un
pequeilo parametro converge a la solucidon de un
problema de valor de frontera limite que es descrito
explicitamente.

Para fijar ideas, sea €2 — IR” un abierto acotado ¢ Y
una celda de referencia, Y, Y, Y, CVY, tal que
Y =Y,UY,, Y,NY, =¢. Ademas, se considera

& >0 un pequefio pardmetro que toma valores en una
sucesion que tiende a cero y se define los conjuntos

Qf ={x | 7(x)=1}
Q7 =0-0f ={x| z,(x)=1}

Bajo esta construccion (2 es cubierto por un
embaldosado de celdas de la forma &Y = &Y, U &Y, tal

que al tomar & —> O las celdas que cubren {2 son cada
vez mas pequefias y su numero tiende a infinito,
mezclandose los materiales en el sentido que las
heterogeneidades son cada vez mas pequeiias.

Definicion 2.1.1. Sea «a,f€IR, O0<a<f. Se

denota por M (a, 8,Q) al conjunto de las matrices

A% (x)= (ai? (X))mﬂjgd € (LW(Q))dXd de dxdtal
que

(A(X)y.y)=aly|’.
[AG)Y] < Al

vy e IR’ casi en todas partes (c.t.p.) sobre Q.

.y . &
Sea la sucesion de matrices no constantes A°,

Y —periddicas definidas por

1 1

w0~ A %]~ (ai (). ®

A=(ay). g EM(@BY), Y —pericdica. )

a; (X) =a; (ij , c.t.p. sobre IRY, Vi, j = 1d. 7
&

si feH™ (Q) se tiene la ecuacion diferencial parcial

con condicion de borde Dirichlet homogénea clasica en
Teoria de Homogeneizacion, la cual admite solucion

Unica para todo & > 0 fijo (ver [2], Capitulo 5),
—div(A*vu©)=f ene (10)
ué¢ =@ SobreoQ. (10
En [2], Capitulo 8, se demuestra el siguiente resultado,

que asegura la convergencia entre la solucion del
problema heterogéneo y la solucién del homogeneizado.

Teorema 2.1.2. Sea U solucion de (10) — (11) con A’
satisfaciendo (7) — (9). Entonces,
u’—"->u’ débilen H}(Q),

& & 0 0 d
AVUT— 5 AV gepiten (L2(Q))
donde U’ es la tnica solucién en HS(Q) del problema

homogeneizado

—div(A’Vu’)=f en®
u® =0 sobreoQ.

0
ij
completamente determinada por la relacién

La matriz A’ = (a )1<i j<d es constante, eliptica y esta

A’ =My (AVW, ), ¥V € IR, (12)
tal que W, esta dada por el problema
—div(A(y)vw,)=0 enY, (13)
W, —V-y Y—periodica, (14)
My (W, —v-y)=0, (15)
donde My () denota el valor medio®.

% Se define el valor medio de una funcién g integrable sobre Q2 como

Ma(g)= [, 900k

donde |Q2| denota la medida de Q.
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También en [2], Capitulo 6, se demuestra un resultado
que permite calcular explicitamente los coeficientes
homogeneizados, el que se detalla en la siguiente
proposicion.

Proposicion 2.1.3. Sea A’ la matriz definida en (12) y
W, = VA\/ei seglin (13) — (15). Entonces,

donde se elige V = €; la base canonica de IR".

Para el caso unidimensional, en [3] se muestra que el
coeficiente homogeneizado se calcula mediante la
expresion

o[ 1 ax )
a _|WIYMQ '

2.2. NOCIONES DEL METODO DE DIFERENCIAS
FINITAS

Puesto que el Método de Diferentas Finitas es bastante
conocido y estudiado en cualquier curso de Analisis
Numérico sélo se comenta la idea general del método e
introducen los operadores de diferencias que se utilizaran
en el desarrollo del problema de interés. Para mas
detalles se referencia a [1], Capitulo 2.

La idea principal del Método de Diferencias Finitas es
aproximar la derivada de una funcion mediante una
expresion de la forma

69_@ ~ L(g(xieihi )-9(x)).

donde hi es la i—ésima componente del vector de

incrementos hZ(hl,...,hd), XelR? y € es el i-

ésimo vector de la base canénica de IR". Se observa que
tomando el signo positivo en la expresion anterior se
tiene el llamado operador diferencias Forward y con el
negativo se tiene el operador de diferencias Backward.

Con estos operadores se puede transformar un problema
diferencial con condiciones de borde en un sistema de
ecuaciones, obteniendo la solucion de este mediante los
métodos numéricos clasicos.

3. SOLUCION NUMERICA DEL PROBLEMA 1D Y
2D

En esta seccion se encuentra el primer valor propio para
los modelos (3) — (4) y (5) — (6). Los resultados
numéricos se obtuvieron programando las rutinas en

Scilab 4.1.2, ejecutadas en un computador con memoria
RAM 512 MB y procesador Pentium IV de 2.0 GHz.

3.1. CASO UNIDIMENSIONAL

En primer lugar se aplica el Método de Diferencias
Finitas al problema heterogéneo (3) — (4), para ello se

divide el dominio Ql en n partes iguales, es decir, se
1

toma como tamafio de paso h =—. Dado que la celda
n

periodica Y se repite N veces en el dominio y esta
formada por tres partes iguales (Y, correspondiente a los

extremos e Y, correspondiente a la parte central) se debe
cumplir que 3N divide a n. Asi, cada celda periddica sera

n
divididaen p = 3_N partes iguales. Se define

Q) ={X | Z1(X)=l},
Qp, =Q, -Qj :{X | Zz(x)zl}'

Con esto, aplicando el operador de diferencias Forward,

se tiene la discretizaciéon para i =1,n —1.

1ul { & & & }_ £y €
e Uiy =207 +UL p= AUy u’ e Q.

3t -2 = A

. & &
si Uy € Q7

U, =0=u;.

Lo anterior es un problema de valores propios para la
matriz del sistema lineal de (n - l)x (n - 1), tridiagonal

y simétrica. Para encontrar el menor de sus valores
propios se utiliza el Método de la Potencia Inversa (ver
[1]) v para resolver los sistemas derivados de este, se
utiliza el Algoritmo de Thomas (ver [6]), que aprovecha
el hecho de la tridiagonalidad. En la Tabla 1 se muestran

las aproximaciones obtenidas considerando £, =1y

M, =2, 1 denota el tiempo de ejecucion de las rutinas
programadas computacionalmente.

N n /Iﬁ t
1 12 | 13.841065735 | 0.125”
2 12 | 11.708396102 | 0.25”
50 450 | 11.843400187 | 0.375”
500 4500 | 11.843524030 9”
5000 | 30000 | 11.843525261 1’17
10000 | 60000 | 11.843525277 2°2”
18000 | 162000 | 11.843525281 | 5°28”

Tabla 1. Aproximaciones obtenidas para el problema
unidimensional heterogéneo.



Scientia et Technica Afio XIV, No 38x, Junio de 2008. Universidad Tecnologica de Pereira. 357

Por otro lado, aplicando la expresion para el coeficiente
homogeneizado vista en la Seccion 2.1 se encuentra que

0 _ 3uuy
My + 24,

queda expresado como

a . Con ello el problema homogeneizado

o d’u

dx?
u® =0 sobre 0Q);.

-a’ =2U° enQ,

Cuyo primer valor propio se calcula facilmente, siendo
A =a’z?. Para los valores de densidades de masa

considerados se tiene A° =11.843525281.
3.2. CASO BIDIMENSIONAL

Para el problema heterogéneo (5) — (6), se utiliza la
estrategia de discretizacion del caso anterior. Se define

Q3 = {X | Zl(x)zl}’
Q3 =Q,-Q) = {X | Zz(x)zl}’

y aplicando los operadores de diferencias Forward y
luego Backward se obtiene la discretizacion

O-l { &
_h_z i+,

. & &
siUj; € Q7.

&g s & £
+Ui ;U U, tU |11} AU,

&

O £y, &
__{u|+11 +U| -1,j ui,j +U| j+1 +U|J 1}=ﬂ'hui,j

si Ufj € Q7, y para el borde del dominio €2,

Uiy =u,,; =u’, =ug; =0, vi, j=0,n.

n,j Ln

Lo anterior corresponde a un problema de valores propios
para la matriz del sistema lineal de (n - 1)2 X (n - 1)2 ,
tridiagonal por bloques y simétrica. Si se considera
o,=1 y o0,=2 se obtienen las siguientes
aproximaciones del primer valor propio.

N n /If] t
1 12 | 19.944033 0.016”
2 12 | 19.678256 | 0.031”
5 60 | 19.740866 6”
10 | 120 | 19.739598 1°42”
20 | 240 | 19.739305 | 26°22”

Tabla 2. Aproximaciones

bidimensional heterogéneo.

obtenidas

para el problema

Por otro lado, para homogeneizar el problema, se debe
encontrar previamente la solucion de los dos problemas

auxiliares (13) — (15), escogiendo como V =€, , para

k =1,2 la base candnica de IR* Su discretizacion es

Ak Ak Ak Ak ..
Wi —4W; + W, +W ;=0 Vi, j=1Ln-1,
Ak Ak .
Wio = Wi =0 Vi=0,n-1,
1 i— _
Ak Ak -
AL :_ﬁ Vj=0,n—-1,
n-1 n-1
(wi‘} —|h):0
i=0 j=0
Ak ~k ~k k
Wiio 4Wi,0 TWi, Wi, = 0 Vi=1n-1,
Ak K k Ak
Wy — 4W01 TWo T W = 0 Vvj=Ln-1,

para K =1,2, correspondiente a un sistema de n’
ecuaciones lineales con n” incognitas. En la Figura 5, se

muestra la solucién W' (X, y) asociada al vector €,
obtenida para N =21 y N = 20.La funcién W’ (X, y)

asociada a €, es similar, pero girada en 90° en sentido
antihorario con eje de rotacion vertical.

w'(x. )

007 e
—

({—Frf{—\ .

7

Figura 5. Solucion del problema auxiliar asociado a €.

De la Proposicion 2.1.3. los coeficientes homogenizados

55
+| — ydx,
ox oy

1 OW' OW?  oW' ow?
a’, :MLa(x,y ~ o N o }dydx,

(8\’\’2] +(M2J dydx.
OX oy

estan dados por

11 |Y|'[

_ A0
a21 - a12’

22 |Y|’[
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Calculadas numéricamente estas expresiones se obtiene
la matriz homogeneizada del problema (5) — (6),

0

[2.256909  3.505246
" 13.505246 17.494954 |

el cual queda escrito como
—div(A’Vu®)= 2'u° en
u®=0 sobre 0€),.
Su discretizacion via operadores de diferencias es

0

1
_h_2{7ui0+1,j _25ui(3j +7Ui0—1,j + Ui 4 +77Ui0,j—1
—af’z(u0 +u! )}:/Iﬂuo Vi, j=1,n-1,

i+1,j-1 i-1,j+1 i,

0 0 0 0 P
U =Uy; =Ui, =Uy; =0 Vi, J=1n,

0 0 0 0 0
donde y =a,,+a,,, O=y+a,, y n=28,, +a,.
Para los valores de parametros consideramos se obtienen
las aproximaciones mostradas en la Tabla 3.

n /1?] t

80 | 189.47819 39”
100 | 189.46886 1°37”
120 | 189.46374 6°19”
140 | 189.46064 5°42”
160 | 189.45862 9°37”

Tabla 3. Aproximaciones obtenidas para el problema
bidimensional homogeneizado.

Puesto que la matriz de la discretizacion del problema
heterogéneo es tridiagonal por bloques se implement6 el
algoritmo de Thomas para este tipo de estructura
matricial.

Existe una gran diferencia entre los resultados mostrados
en las Tablas 2 y 3. Esto es consecuencia de todas las
aproximaciones realizadas para calcular los coeficientes
homogeneizados, puesto que es necesario derivar
numéricamente y luego integrar numéricamente una
solucion obtenida numéricamente, esto como es logico
arrastra errores. Ademas las funciones W* no son muy
regulares en los bordes de la celda J, puesto que tienen
una pronunciada pendiente (ver Figura 5). Una solucién
natural es tomar operadores de diferencias que
consideren mas puntos, pero en la practica tampoco
resuelve esta problematica. Respecto al calculo numérico
de las integrales se realiz6 inscribiendo paralelepipedos
de base cuadrada y altura la imagen correspondiente a los

nodos (i, j), (i +1, j), (i, j +1) y (i +1,] +1),para

luego tomar promedio entre los cuatro volumenes

encontrados, Vi, j=0,n—1.

4. CONCLUSIONES

En este trabajo se aplico elementos de Teoria de
Homogeneizacion y el Método de Diferencias Finitas
para encontrar el primer valor propio de un problema
diferencial definido en un dominio heterogéneo.

Una posible mejora a los resultados se obtendria
cambiando el Método de Diferencias Finitas, por el
Método de Elementos Finitos que estd mejor adaptado a
las ecuaciones diferenciales parciales y modificando el
método de integracion bidimensional a uno mas 6ptimo.

En problemas mas complejos, donde los coeficientes de
densidad de masa varian en cada punto de la celda de
referencia, se refleja claramente el comportamiento
anomalo de la solucion del problema heterogéneo, que
nunca llega a converger a la solucion del problema
homogeneizado. Es en casos como esos donde la Teoria
de Homogeneizacion ofrece una solucion de calidad.
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