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MODELAMIENTO TEORICO Y MODELAMIENTO EMPIRICO DE PROCESOS, UNA

SINTESIS

RESUMEN

Un modelo se utiliza como herramienta para el disefio y andlisis de un proceso o
para el disefio de su respectivo sistema de control. Existen tres problemas
fundamentales que deben tenerse en cuenta a la hora de obtener modelos de
procesos: la formulacion del modelo, 1a estimacion de pardmetrosy la validacién
del modelo.

El presente articulo pretende mostrar €l estado del arte de las dos corrientes
actuales empleadas parala obtencién de model os de procesos. Se hace énfasis en
los principios involucrados en la estimacion de los pardmetros desconocidos de
un modelo de proceso, y ver lo apropiados que son para el andlisis y/o control
del mismo.
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ABSTRACT

A model is used as tool for analysis, design and process control system. There
exist three fundamental problems that must be born in mind at the moment of the
process models. the formulation, the parameters estimation and the validation of
the model.

The present article tries to show the actual situation of the knowledge of two
actual currents used for obtain process models. Emphasizing in the beginning
involved in unknown parameters estimation of the process model, and see it
adapted that are for the analysis/control of the same one.
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1. INTRODUCCION

El objetivo principa en e modelamiento del
comportamiento dinamico de procesos, es obtener la
relacion funcional entre las variables que explican su
comportamiento. Sin embargo, es imposible capturar
perfectamente todos los detalles del comportamiento real
del proceso de forma matematica.

Para ello, es comin adoptar un estudio desde el punto de
vista tedrico, que busca plantear larelacion através de la
aplicacion sistemética de las leyes de naturaleza a los
fendbmenos, a esto se le conoce como modelamiento
tedrico de procesos.

Por otro lado, un estudio empirico, busca esta
desconocida relacion por algunas funciones mateméticas,
usando la informacién recogida experimentalmente del
sistema, especialmente cuando el proceso es demasiado
complicado, y se le conoce como modelamiento empirico
de procesoso ldentificacién de Procesos

Abordar un sistema fisico y finalmente reducirlo a un
modelo de proceso como sustituto para su uso, €s un
procedimiento que consta de varias etapas: La definicion
del problema, la formulacion del modelo, la estimacién
de pardmetrosy lavalidacion del modelo.
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Existen varios factores que hacen muy importante el
haber definido claramente el alcance del problema que se
desearesolver, algunos de éstos son:

- Es imposible representar todos los aspectos del
proceso fisico, sdlo se representan aquellos que son
mas pertinentes.

El comportamiento de un
interpretarse de maneras diferentes.
Un modelo de proceso es tan (til como las
herramientas disponibles para obtener |a solucion de
SuS ecuaciones.

proceso puede

V eamos las dos aproximaciones para obtener modelos de
procesosy sus diferentes etapas.

2. MODELAMIENTO TEORICO DE PROCESOS

Los pasos detallados en e modelamiento tedrico de
procesos seilustran en laFigura 1.

2.1. Formulacion del modelo

Las leyes fisicas que gobiernan el proceso para producir
modelos se analizan con ecuaciones que son
normalmente complejas y no lineales, éstas pueden
involucrar  ecuaciones diferenciales parcidles o
ecuaciones integrales. Por ello € modelo normamente se
simplifica de forma que sea fécilmente manejable.
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Figura 1. Modelamiento tedrico de procesos

La estructura de la ecuacion del modelo es fija, y
aquellos parametros que son desconocidos 0 no
conocidos con bastante precision se estiman usando datos
(entrada/salida) del proceso real tomados de
experimentos del comportamiento dinamico. Como se
indica en la figura, varios errores pueden surgir en cada
etapa del desarrollo del modelo, como son:

- FErrores en la formulaciéon del modelo: por
aproximaciones hechas a las ecuaciones del modelo.
Errores en la simplificacion del modelo: por
aproximaciones hechas al modelo para hacerlo
mateméati camente y numéricamente docil.

Errores en las medidas experimentales. en la
recoleccién de los datos del proceso (tanto errores de
calibracion como errores aleatorios experimental es)
Errores en la estimacién de parametros datos que
les falta la informacién esencial necesaria para
obtener una buena estimacion (p. e. por mal disefio
del experimento).

Como resultado de todos estos errores, este modelo
provisiona debe evaluarse contra los datos del proceso
para determinar su eficacia.

2.2. Estimacion de parametros

Como se menciond, el modelo tedrico tipico para un
proceso consiste de una ecuacion diferencial (ordinaria o
parcial, lineal o no lineal) con las variables de estado del
proceso, entrada y salida (concentraciones, temperaturas,
presiones, niveles de liquidos, etc.), como funciones del
tiempo, y posiblemente de la posiciénen el espacio.

Ademés, estas ecuaciones contienen también los
parametros; tasas de reaccion, energias de activacion,
coeficientes de transferencia de calor, conductividades
térmicas, coeficientes de difusién, volatilidades relativas,
cal ores especificos, densidades, etc.
Estos parametros pueden determinarse por tres maneras.
1. Extrayéndolos de la literatura (p. e. propiedades
fisicas como densidades, capacidades de calor,
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conductividades térmicas, etc.,, y propiedades
termodinamicas de ciertos liquidos y gases, y sus
mezclas).

2. Llevando a cabo experimentos independientes (. e
en un laboratorio) para determinar los parametros del
modelo (a escalaindustrial).

3. Redizando experimentos sobre el sistema fisico,
para asi determinar los valores de los pardmetros
desconocidos.

Cuando los parametros requeridos no estén disponibles
en la literatura, la Unica alternativa es estimarlos a partir
de datos experimentales, en este caso, € modelo tedrico
para cualquier proceso puede ser representado de la
siguiente forma:

h =f(zq) (1)
donde:
h: Es un vector n-dimensional de salidas del proceso
medidas en un experimento.
z Es un vector mdimensiona de variables
independientes especificadas arbitrariamente para cada
experimento.
g: Es un vector p-dimensional de pardmetros
desconocidas.
f.  Es alguna relacién funcional conocida entre estas
variables; y puede ser una funcién explicita, como un
modelo algebraico, una solucion analitica de un modelo
de ecuacion diferencial; o también puede ser una funcion
implicita, como en la propia ecuacién diferencial. En
resumen:

“La estimacion de parametros se encarga de determinar
a partir de datos experimentales, el mejor conjunto de
valores para los parametros desconocidos ¢, en un
modelo de proceso de forma conocida”.

Cada experimento involucra la medicion de todas las n
variables de salida hy, hy, ..., h,, para un conjunto
especifico de valores de las variables independientes, z,
2, ..., Zm. Para poder determinar los p pardmetros qi, g,
. Op, independientemente, es necesario realizar por lo
menos p experimentos, entre mayor sea €l nimero de
experimentos realizados, mejor serala estimacion.

El resultado de cada experimento individual es un
conjunto de vectores h y z que pueden relacionarse al
modelo del proceso; en particular, para e k-ésmo
experimento, setiene:

nk) = f(z(k),q); k=1,2..,N 2

A partir de los experimentos, se nota que las medidas de
h(k) no son exactamente iguales a su verdadero valor
debido al error de la medida. Por consiguiente, se
diferencia la salida actual del proceso h(k) de su medida
experimentalmente observada, denotada por y(k). La
forma funcional de la ecuacién (2) no encaara
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exactamente con el conjunto de datos observados y(K),
sino més bien:

¥k = f @K +ek); k=1,2.,N (3

donde €k) es €l vector de errores entre la prediccién del
modelo y los datos actuales.

La estimacién de pardmetros ahora se centra en la
busqueda del conjunto especifico de valores de pardmetro
d tal que alguna funcién escalar S del vector de error,
sea minima; es decir, sobre €l rango de entrada de los
posibles valores de g, el valor més pequefio de §q) seda

por S(d ). S(g) es conocida como funcién objetivo, dado
que depende del valor de |os pardmetros.

Varios criterios son usados para la determinacion optima
de los parametros desconocidos del modelo, el mas usado
es el criterio de minimos cuadrados. En este caso, la

suma de los cuadrados de los errores es la funcion a ser

minimizada, es decir, S(q) definida como:

N
@) =g (e [e()] (4)
k=1
o delaecuacion (3):

S(Q)=é [y(K)- f(z(k), )] [y(k)- f(zk)a)]  (5)

Se observa en la ecuacion (5) que la estimacion de

parémetros prevalece el encontrar €l (i gue da el minimo
S. Asi, el problema de estimacion de pardmetros es
realmente un problema de optimizacion, donde la
coleccion de todos los valores de §q) como una funcién
de desempefio de g, es una superficie de suma de
cuadrados en el espacio p-dimensional de parametros.
Entonces, d objetivo de la estimacion de pardmetros, es
localizar el minimo global de esta superficie; los g
valores para los cuales este minimo ocurre se designan

cono q , llamado estimado por minimos cuadrados de q.

A continuacion, se vera como los principios anteriores
pueden aplicarse a la estimacion de parametros de
modelos de proceso que se presentan en términos de
ecuaciones diferenciales.

2.2.1. Estimacion de pardmetros en modelos de
ecuaciones diferenciales: soluciones analiticas

Cuando un modelo de proceso posee una solucion
analitica, el problema de estimacion de parametros se
hace mas f&cil, desde una expresion explicita de la forma
dada en la ecuacion (2) se obtiene directamente la
solucion analitica. Se pueden distinguir dos casos
separados:

La estimacion no lineal, que es la situacién nmas comin
en los model os de procesos y se desarrolla en general por
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las técnicas numéricas. Sin embargo, es comun buscar
métodos para |os cuales |os modelos de procesos pueden
reestructurarse en formas que sean lineales en los
pardmetros.y,

La Estimacion lineal : de la ecuacion (3), se observa que
las medidas experimentalmente obtenidas de las salidas
del proceso, obtenidas para varios valores del vector de
variables independientes, z(k), se relacionan con el
modelo del proceso segun:

&y() U éf(z(.q) U ) o
@y &f(z2a)y 2@ |
é 0 & u é

e. u_&. . U )
e a=é a+é 0
vk g ef(zk)a) g ek g
e u e u e ,
e

& 4o g g
BN 6f(AN)a)i e(N)g

S f(zqg) es lineal en los parametros q, entonces puede
mostrarse que la ecuacién (6) se vuelve:

Y =Xq+E (7)

donde X es la matriz de variables independientes
compilada para cada conjunto de datos; Y es la coleccion
de datos obtenidos experimentalmente a la entrada; y E
eslacoleccion de errores.

El problema de estimacién de pardmetros lineal consiste
en encontrar el vector q para el cual la desviacion del

conjunto de datos Y del modelo Xq (es decir, la magnitud
del vector Y - Xq), es minimizada, y se da por:

g=(X"X)"*xTy (8)

2.2.2. Estimacion de parametros en modelos de
ecuaciones diferenciales. métodos numéricos

L os model os mateméticos de muchos sistemas reales con
bastante complegjidad, son manejables por los métodos
numéricos, con la ayuda de una computadora. El
procedimiento para estimar el conjunto de parametros
desconocidos contenidos en el modelo, es el siguiente: Se
empieza asumiendo que el modelo es de laforma:

S =fnzay ©

donde f(n,zq,t) es aguna funcion no lineal de los
argumentos indicados, y q representa el conjunto de
pardmetros desconocidos a ser estimados.

Del experimento que se ha realizado sobre el proceso
fisico se han tomado N medidas independientes del
vector de salidas de proceso h, paralas varias escenas de
las variables de entrada z y tiempo. Estas medidas son
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representadas como yy, conk = 1,2,..., N. En el algoritmo

general parala estimacion numérica de parametros:

1. Seinicia con una condicion inicial para el valor del
vector de parametrosq©.

2. Seintegra (numéricamente) el modelo del proceso
para producir las salidas hy del modelo predicho,
dado que e valor del vector del parametro
desconocido esq©.

3. Seevalalafuncién S(q) substrayendo a modelo la
prediccion hy de yx y se encuentra la norma del
vector de la diferenciaresultante, es decir:

N T
5aP)=8 ic-ne@M)] [y -hi@ ) (20
k=1
4. Seactuaizalaestimacion g%; ahoracomogi*?.
5 Se regresa a paso 2 e iterando, se obtiene Sy
usando la estimaci6n actualizada.
6. Se continua hasta¥§,1-§%2 La actualizacion final de
la estimacion es la requerida por la estimacion por

minimos cuadrados, q .
2.3. Validacién de modelos tedricos

Después de que un modelo tedrico se ha formulado, y los
parametros desconocidos se han estimado, es importante
comprobar que el modelo proporciona una adecuada
representacion del proceso fisico.

Existen varias técnicas para evaluar la eficacia de un
modelo tedrico, la més préctica, consiste en sobreponer
una grafica de la prediccion tedrica del modelo sobre los
datos experimentales obtenidos del proceso fisico. Tal
evaluacion visual proporciona una primera impresion de
gué tan bien e modelo representa los datos;, y esto
normalmente es bastante para decidir mejoras en el
modelo, o usarlo tal como es.

3. MODELAMIENTO EMPIRICO DE PROCESOS
O IDENTIFICACION DE PROCESOS

Existen varios procesos poco comprendidos, en el
sentido de que las leyes fundamentales responsables
de su comportamiento dinamico se conocen de
manera  deficiente o son completamente
desconocidas. Es entonces necesario el uso de un
método alternativo.

Surgen entonces dos situaciones, una en la que un
proceso dinamico debe tratarse como una caja negra
para obtener una descripcién matematica razonable; y
otra en que los modelos tedricos resultantes son
demasiado complicados para ser usados.

En estos casos, las caracteristicas del sistema son
identificadas a partir de su respuesta ante entradas de
funciones de excitacion conocidas, que da como
resultado modelos empiricos de procesosy se conoce
como ldentificacion de Procesos (o de sistemas).
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Considérese, la situacion que se describe en la figura
2, en la que un proceso desconocido esta sometido a
una funcién de excitacién, u(t), y larespuesta, y(t) es
medida. Es posible desarrollar un modelo para este
sistema, correlacionando de manera directa los datos
de entraday salida. En resumen:

“La identificacion de procesos involucra la construccion
de un modelo de proceso estrictamente a partir de los
datos entrada/salida obtenidos experimentalmente, sin
recurrir a ninguna ley relacionada con la naturaleza y
con las propiedades del sistema” .

u(t) y(t) zj

Figura2. Identificacién de Procesos

La identificacion, puede, en principio, llevarse a cabo
durante el funcionamiento normal del proceso (On-line),
como en los esguemas de control adaptativo. Sin
embargo, la practica usua es suspender el
funcionamiento norma del proceso y redizar
experimentos disefiados para € desarrollo del
modelamiento empirico (Off-line).

El proceso de construccion de un modelo empirico por
medio de la identificacion, consta de las mismas etapas
del modelamiento tedrico: la definicién del problema, la
formulacion del modelo, la estimacion de los
pardmetros y la validacién del Modelo. La diferencia
radica en las dificultades involucradas en cada etapa
(ver figura3).

i
| Formulacién del Errores en la

| modelo ecuacion del
1

1
: Seleccion Ecuaciones
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1
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Validacién
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Figura 3. Modelamiento empirico de procesos: Identificacién
3.1. Definicion del problema

Las consideraciones enumeradas bajo este item son
pertinentes, independientemente del modelo a adoptarse
en el futuro; de hecho, estas consideraciones son las que
permitiran escoger, de manera razonable, un método u
otro (tedrico o empirico).
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3.2. Formulacién del Modelo

La formulacion de modelos, desde el punto de vista
empirico, comprende el andlisis apropiado de los datos
de entrada/salida con el objetivo de detectar una forma
capaz de explicar el comportamiento observado. Este
paso abarca la postulacion de modelos (usualmente
sencillos) que seran considerados como posibles
candidatos.

Los archivos de datos del proceso son para la
identificacién del proceso, lo que las relaciones
constitutivas son para el modelamiento tedrico: cada uno
de €llos proporciona las bases especificas para el
desarrollo del modelo para procesos especificos.

El contenido de informacion til del proceso en los datos
de salida, depende de la naturaleza de la funcion de
entrada. Por lo tanto, es importante escoger una funcion
de entrada capaz de proporcionar un resultado rico en
informacion Util acerca del proceso. Las funciones de
entrada generalmente empleadas en la identificacion del
proceso son de tipo escalon, impulso, pulso (rectangular
0 arbitrario), ondas sinusoidales, ruido blanco y
secuencias binarias seudo-aleatorias (PSRB).

La estructura de modelos tipicos elegidos en tiempo
continuo (representados en forma de funcion de
transferencia), son los siguientes:

Primer orden més retardo de tiempo

Ke as

ts+1

g(s) = (11)

Segundo orden mas retardo de tiempo

Ke— as
S) = 12
9(s) () %) (12)
Cero simple, dos polos mas retardo de tiempo

(x +1)

Oy O

3.3. Estimacion de parametros

Una vez elegido un modelo, se deben estimar sus
parametros desconocidos, de la misma manera que en el
modelamiento tedrico. En la identificacion de procesos,
esta es latarea principal, y puede hacerse en el dominio
del tiempo o en el dominio de frecuencia.

En e dominio temporal, las respuestas escalonadas
tedricas de los modelos elegidos junto con los pardmetros
a estimar, de acuerdo con las ecuaciones anteriores, n
las siguientes (el tamafio del escalén esA, yt3 0.):
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Primer orden mas retardo de tiempo
y(t) = AK(l (t-a “) (14)
Pardmetros: K. t, a.
Segundo ord en mas retardo de tiempo
y(t) AKéI_ 0 (t a)/tl _ 9e (t a)/tzu (15)
é ty- tzya t2 tlﬂ 1]

Parametros. K, tqy, to, a

Cero simple, dos polos mas retardo de tiempo

y(t)-AKél é %l B2 X G fealiayia)
to-11 5 G

Parametros. K, t1, tz, X, a

Los retardos de tiempo, constantes de tiempo y
estado estable obtenidos en este modelo, son
estimados comparando estas expresiones con los
datos y(t) observados experimentaimente. A
excepcion del modelo de primer orden més retardo de
tiempo, se requiere de los métodos numéricos
descritos en el modelamiento tedrico.

Para la identificacion de la respuesta ante un impulso, la
principal estrategia es obtener la funcién de transferencia
apartir de datos de larespuestaal impulso, pero dado que
la funcion impulso es dificil de implementar en la
préctica, es posible deducir datos de la respuesta a
impulso a partir de otros datos de respuesta més
facilmente obtenibles, tales como respuestas al escalon o
pulso, o cualquier funcién arbitraria de entrada.

En el dominio de la frecuencia, las expresiones de
respuesta se obtienen por medio de una prueba de ondas
sinusoidales, pero, a pesar de que e método es muy
atractivo, presenta desventgjas y por ende no es muy
usado. El andlisis por pulsos, tiene todos los beneficios
de la prueba de ondas sinusoidales y evita sus
desventgjas. La funcién de transferencia para un
proceso de unasolaentradaen frecuencia, es:

o(jw) =20 (17)
u(jw)

Cualquier funcion f(t), que se acerque a cero lo
suficientemente rapido como t® +¥ puede escribirse
como:

f(t) = %6: f (jw)etdw (18)

donde f(jw) es la transformada de Fourier de f(t).

Introduciendo las identidades de Euler vy
aproximando laintegral con una suma, se produce:
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-
f(t)=—=Dw q f(jw)(cos w+jsen wit) (19)
n=-¥
Y deahi:
Lo - AW) - jAYW) 20
9= 5 ) e, ) (20

Se pueden ahora usar estos resultados para obtener
diagramas de Bode experimentales a partir de los
resultados de los andlisis de pulsos, las expresiones de
la amplitud y el angulo de la fase para cada una de
las frecuencias se obtiene a partir de:

2 2
AR(W) = ’% (21)
B +B,

f ) = a2} 100G (22)

i Reg(iw)]p

En principio, una vez postulados |os mejores modelos
por medio del andlisis del diagrama de Bode obtenido
experimentalmente, la estimacion de los pardmetros
puede realizarse en el campo de la frecuencia, usando
los datos de la frecuencia, o directamente en el
dominio del tiempo, utilizando los datos a intervalos
netos de tiempo.

A partir de las ecuaciones anteriores, se obtiene para la

entrada:
ja(w)] = /B2w) + B,2(w) (23)

y paralasalida:

|5iw)] = /A2 W) + A2w) (24)

Con una gréfica de la ecuacion (23) contra la frecuencia
da e espectro de frecuencia de entrada: la gréfica
correspondiente de la ecuacién (24) proporciona €l
espectro de frecuencia. A partir de estos espectros de
frecuencia podemos determinar qué porciones del
diagrama de Bode contiene informacion Util.

3.4. Validacion del modelo

Asi como en el modelamiento tedrico, el paso final en la
identificacion del proceso comprende verificar como el
modelo empirico se acomoda a los datos, que
supuestamente representa. La validacion del modelo se
realiza generalmente comparando |os prondsticos de los
modelos con datos adicionales y evaluando la
adaptacion. Esto puede realizarse en el dominio del
tiempo o en el dominio de lafrecuencia.

4. CONCLUSIONES

Las etapas fundamentales en e procedimiento de
desarrollo de modelos de procesos son: la definicion del
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problema, la formulacion tedrica o empirica del modelo,
laestimacién de pardmetros por medio de experimentosu
obtenidos de la literatura, y la validacién, que se logra
probando el modelo contralos datos experimentales.

Cuando los mecanismos subyacentes por los que un
proceso opera son bien entendidos, se adopta un estudio
tedrico fundamentado en principios naturaes y se
denomina modelamiento tedrico de procesos pero,
cuando el proceso es demasiado complicado, porgue la
informacién disponible sobre la naturaleza del mismo es
poca o porque las ecuaciones del modelo &érico son
demasiado complejas, se debe recurrir al modelamiento
empirico de procesos o identificacion de procesos

El modelamiento empirico de procesos o dentificacion
de procesos, puede realizarse en €l dominio del tiempo o
en e dominio de la frecuencia, mediante prueba con
pul sos.
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