
Scientia et Technica Año XII, No 30, Mayo de 2006 UTP. ISSN 0122-1701                                                                                                                        339 
 

Fecha de Recepción: 11 Octubre de 2005 
Fecha de Aceptación: 12 Abril de 2006 

          UNA NOTA SOBRE LOS ESPACIOS )(, XB kp DE ULTRADISTRIBUCIONES 

 
RESUMEN 
Esta nota es de carácter informativo e histórico, en consecuencia no se hacen 
desarrollos teóricos. En ella se presentan  tanto los espacios de Hörmander-
Beurling de ultradistribuciones vectoriales )(, XB kp

 como los espacios 

locales ),(, XB loc
kp Ω , siendo X  un espacio de Banach. También se hace un 

recuento histórico del desarrollo de estos espacios. Se termina con un comentario 
sobre sucesiones cortas entre espacios locales de Hörmander-Beurling y 
mencionando algunas de sus propiedades. 
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ABSTRACT 
This is an informative and historic note; therefore there are no theoric 
developments. It presents the Hörmander-Beurling spaces of vectorial 
ultradistributions )(, XB kp

 as well as local spaces ),(, XB loc
kp Ω , where X  is a 

Banach space. Also, a historic development of these spaces is recounted. Finally, 
a remark about short sequences among local Hörmander-Beurling spaces is 
given, mentioning some of their properties. 
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1. INTRODUCCIÓN 
 
El objetivo de esta nota es más informativo e histórico 
que técnico y como tal no se hacen desarrollos teóricos 
que abrumen al lector. Se pretende con la nota dar una 
descripción general sobre ciertos espacios que aparecen 
en el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales. 
Espacios como los de Hörmander de los cuales se obtiene 
información sobre la regularidad de una función de 
soporte compacto analizando el comportamiento en el 
infinito de su transformada de Fourier. A raíz de estos 
estudios se pudo precisar el concepto de solución de una 
ecuación diferencial en derivadas parciales, pues la 
definición clásica1 no resolvía el problema en general. 
Por ejemplo, en la ecuación del potencial que aparece en 
electrostática cuando en el campo solamente existe una 
carga en un punto 0x  del mismo, entonces la distribución 

de carga es un múltiplo de la medida de Dirac 
0xqf δ= , 

siendo q  una constante. En este caso se tiene la ecuación 

0xqu δ=∆− , donde        
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1 Una función u  es solución de la ecuación diferencial en derivadas 
parciales 0),,,,,,,,( 2
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subconjunto abierto Ω  de nIR  si u  es k  veces derivable y satisface la 
relación (*) en cada punto Ω∈x . 

 
 
es el Laplaciano de .u  
 
¿Qué se entiende por solución en esta ecuación? La 
respuesta no es posible en términos de derivadas clásicas. 
Esto muestra que la cuestión que antes se planteaba no 
queda resuelta con la definición clásica. La solución a 
dicho problema dió origen a la teoría de distribuciones, 
desarrollada por L. Schwartz. En la actualidad, las 
distribuciones juegan un papel fundamental en el estudio 
de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, 
siendo habitual probar la existencia de soluciones en el 
sentido de distribuciones, estudiando a posteriori las 
propiedades de regularidad de estas soluciones, en 
particular su grado de derivabilidad y/o sus puntos de 
singularidad.  
 
2. NOTACIÓN Y TERMINOLOGÍA 
 
A continuación se da alguna  terminología  y notación 
que se utilizará más adelante. Un tratamiento bastante 
exhaustivo sobre la teoría de ultradistribuciones de 
Beurling se puede  encontrar en Beurling [1] o en Björck 
[2]. 
Sea M el conjunto de todas las funciones reales continuas 

)(xω  sobre nIR  tales que )()( xx σ=ω  ( ⋅ es la norma 

euclídea) donde ( )σ t  es una función cóncava, continua y 
creciente sobre [ )0,∞  con las siguientes propiedades: (i) 
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00 =σ )( , (ii)  ∫
∞

∞<
+
σ

0 21
)( dt

t
t

 (condición de Beurling), 

(iii) existe un número real a  y un número 0>b  tales 
que )1ln( tbat ++≥σ )(  para 0≥t . Dos de los ejemplos 
más importantes de funciones de M  son 

dxx )1ln()( +=ω  con 0>d  y β=ω xx)(  con 
10 <β< .    

Si M∈ω  entonces ωK  es el conjunto de todas las 

funciones positivas k sobre nIR  para la que existe una 
constante 0>λ  tal que )()( )( ykeyxk xωλ≤+  para todo 

nyx IR∈,  (ver [2]).  
Sea M∈ω .  Denotamos por ωD  el conjunto de todas 
las funciones )(1

nL IR∈ϕ , con soporte compacto, tales 

que ,0,)(ˆ: )( >λ∀∞<ϕ=ϕ ωλ
λ ∫ dxex x

nIR
 donde 

)(ˆ xϕ  es la transformada de Fourier de ϕ . Si 
)1ln()( xx +=ω  entonces DCD n == ∞

ω )(0 IR  (el 

espacio de las funciones test de Schwartz). Si nIR⊂Ω , 
entonces { }Ω⊂ϕ∈ϕ=Ω ωω sop::)( DD . Si Q  es un 

compacto de nIR  entonces )(QDω , equipado con la 

familia de seminormas { }0: >λ⋅
λ

, es un espacio de 
Fréchet ver [2]. 
Si ,M∈ω  ωS  es el conjunto de todas las funciones 

)(1
nL IR∈ϕ  tales que ϕ  y ϕ̂  son indefinidamente 

diferenciables sobre nIR  con  
∞<ϕ∂=ϕ αωλ

∈
λα )(sup:)( )(

, xep x

x nIR
 y 

∞<ϕ∂=ϕ αωλ

∈
λα )(ˆsup:)( )(

, xeq x

x nIR
, 

 para todo multiíndice α ( ),,,( 1 nαα= … cada jα  es 

un entero no negativo y ∑ =
α=α

n

j j1
 es el orden deα ) y 

todo 0>λ . ωS  con la topología generada por las 

seminormas λα,p , λα,q  ( 0, >λ∀∈α n
0IN ), es un 

espacio de Fréchet y la transformada de Fourier es un 
automorfismo topológico de ωS  (ver [2]). Si 

)1ln()( xx +=ω  entonces ωS  coincide con el espacio S  
de las funciones de decrecimiento rápido de Schwartz. 
Sea .M∈ω  Si Ω es un abierto de nIR , una forma lineal 
y continua  u sobre )(ΩωD  (es decir, una forma lineal 
sobre )(ΩωD  tal que para cada compacto Q  de  Ω existe 

un 0>λ  y una constante C  positiva tales que  
)(,, QDCu ωλ

∈ϕ∀ϕ≤ϕ , 

Acá usamos la notación usual ϕ,u  en lugar de )(ϕu )  

Se dice que es una ultradistribución (de Beurling) sobre 
Ω. Denotamos por )(Ω′ωD  el espacio de todas las 
ultradistribuciones sobre Ω equipado con la topología de 
la convergencia uniforme sobre los acotados de )(ΩωD . 
Una forma lineal y continua sobre ωS  se dice que es una 

ultradistribución temperada (de Beurling). ω′S  denota el 
espacio de todas las ultradistribuciones temperadas 
provisto de la topología de la convergencia uniforme 
sobre los acotados de ωS . Si ω′∈ Su  se define la 

transformada de Fourier ω′∈Sû  mediante la fórmula 

ω∈ϕϕ=ϕ Suu ,,ˆ:ˆ, . La transformada de Fourier 

también es un automorfismo topológico de ω′S .  
Si ,M∈ω  ω∈Kk  y ∞≤≤ p1  se puede identificar 

))(( ,, kp
n

kp LLf =∈ IR  con la ultradistribución 
temperada 

dxxfxf
n∫ ϕ=ϕϕ

IR
)()(:,6 . 

 
3.  UN POCO DE HISTORIA 
 
A comienzos de los años 1950 L. Schwartz planteó el 
problema de determinar cuando un operador diferencial 
parcial )(DP 2  admite una inversa por la derecha lineal 
y continua, es decir, bajo que condiciones existe una 
aplicación lineal y continua )()(: Ω→Ω EER  ( )(ΩE  
es el espacio de las funciones indefinidamente 
diferenciables en Ω ) o )()(: Ω′→Ω′ DDR  tal que 

RDP D)(  sea igual a la identidad. Por ejemplo, cuando 
nIR=Ω  y )(DP  es hiperbólico en alguna dirección 

podemos tomar como )( fR  la única solución del 
problema de Cauchy fuDP =)(  con datos iniciales cero 
(ver, p.e., [7]). Para 2≥n  Grothendieck demostró (ver, 
p.e., [12] Teorema 52.4) que ningún operador elíptico 
puede tener una inversa por la derecha lineal y continua 
sobre )(ΩE . Cohoon ([4]) demostró lo mismo para 
operadores parabólicos y otros operadores diferenciales. 
Vogt ([16]) extendió el resultado a la clase de los 
operadores hipoelípticos (ver nota 4 de pie de página para 
la definición). En 1990 el problema de Schwartz fue 
completamente resuelto por Meise-Taylor-Vogt ([9]). 
Los mismos autores resolvieron el problema en 1996 para 
                                                  
2 ∑
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m

icDP )()(  es el operador diferencial parcial cuyo 

polinomio asociado en nIR  es ∑
≤α

α
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m
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multiíndice α  se le asocia el operador diferencial 
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clases no-cuasianalíticas de tipo Beurling y de tipo 
Roumieu ([10]).  
En el periodo 1955-60, en sus investigaciones sobre 
soluciones fundamentales de operadores diferenciales y 
sobre la regularidad de las soluciones de las ecuaciones 
diferenciales en derivadas parciales, Malgrange ([8]) y 
Hörmander ([6]), introdujeron los espacios de 
distribuciones temperadas u tales que )(ˆ n

pLuk IR∈  para 

ciertos pesos k . Espacios de esa forma aparecieron  
previamente en la teoría de ecuaciones diferenciales en 
derivadas parciales de tipo elíptico en el caso 2=p  y 

2/2 )1()( sxxk += .  En su celebre monografía de 1963 
Hörmander (ver [7]) estudiaba en profundidad las 
propiedades de esos espacios de distribuciones 
suponiendo que el peso k satisfacía la condición 

)()1()( ykxyxk N+≤+  para todo nyx IR∈, , C  y N  
constantes positivas. Los correspondientes espacios se 
denotaban allí por kpB ,  y definidos por 

{ })(ˆ::,
n

pkp LukSuB IR∈′∈= . Esos espacios se 
conocen desde entonces como espacios de Hörmander.  
En la conferencia de Stanford de 1961 Beurling [1] 
presentó los fundamentos de una teoría más general que 
la teoría de distribuciones de Schwartz. Dicha teoría fue 
desarrollada por Björck en 1966. En la teoría de 
Beurling-Björck el peso )1(ln xx +6  se reemplaza por 
otra función subaditiva )(xω  (verificando en casos 
importantes la desigualdad )1(ln)( xbax ++≥ω  con 

IR∈a  y 0>b ), de manera que el espacio de funciones 
test  
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es más pequeño que )(ΩD  y, por tanto, la clase de 
(ultra-)distribuciones es mayor que la considerada por 
Schwartz, es decir, )()( Ω′⊃Ω′ω DD . Björck, usando 
ultradistribuciones de Beurling, estudia cuestiones de 
existencia, aproximación y regularidad interior de 
soluciones de ecuaciones diferenciales en derivadas 
parciales, lineales con coeficientes constantes, en 
espacios más generales que los de Hörmander (ver [2]). 
A esos espacios se les llama “espacios de Hörmander-
Beurling”. En Schmeisser y Triebel ([11]) se obtienen 
nuevas desigualdades del tipo Plancherel-Polya-
Nikol'skij y estudian la estructura de diferentes espacios 
pesados utilizando ultradistribuciones de Beurling. En el 
trabajo de Braun, Meise y Taylor ([9]) reemplazan la 
subaditividad del peso )(xω  por una condición más 
débil obteniendo una teoría de ultradistribuciones muy 
potente y versátil. 
 
 

4. LOS ESPACIOS  )(, XB kp  
Como se advirtió en líneas anteriores, los espacios de 
Hörmander kpB ,  juegan un papel importante en la teoría 
de los operadores diferenciales parciales lineales. A 
continuación se definen los espacios de  Hörmander-
Beurling )(, XB kp .  En lo que sigue de esta sección 

M∈ω , ω∈Kk  y  X  es un espacio de Banach (ver 
[13], [14], [15]). 
 
Definición 1.  Sea ,M∈ω  ω∈Kk , ∞≤≤ p1  y X  

un espacio de Banach. Se denota por )(, XB kp  el 
conjunto de todas las ultradistribuciones vectoriales 

)(XST ω′∈  para las que existe alguna función 
)(, XLf kp∈  tales que  

 

ω∈∀=ϕ ∫ SudxxfxuT
n

,)()(ˆ,
IR

. 

 
)(, XB kp  provisto de la norma  

 

,,)(ˆ)()2(:
/1

, ∞<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π= ∫− pdxxTxkT

pp

E

n
kp nIR

 

 
es un espacio de Banach isométricamente isomorfo a 

)(XLp . Los espacios )(, XB kp  se llaman espacios de 

Hörmander-Beurling con valores en X . Si ∞=p  se 

tiene 
Ex

k xTxkT
n

)(ˆ)(supess,
IR∈

∞
=  (supremo esencial).  

 
Observación.  Si X  es un espacio de Banach y 

∞≤≤ p1 , )(XLp  denota el conjunto de todas las 
(clases de equivalencia de) funciones medibles Bochner f 
de nIR  en X , tales que  
 

( ) ∞<= ∫
pp

Ep n
dxxff

/1
)(

IR
. 

 
(Si ∞=p  se supone ∞<

∈
E

x
xf

n
)(supess

IR
, el supremo 

esencial).  De igual manera, )(, XL kp  denota el conjunto 

de todas las funciones medibles Bochner f de nIR  en 
X , tales que )(XLkf p∈ . Finalmente, )(XSω′  denota 

el conjunto de todas las aplicaciones lineales y continuas 
de ωS  en X . Dichas aplicaciones se llaman 

ultradistribuciones ω-temperadas.  Si )(XST ω′∈  se 

define la transformada de Fourier )(ˆ XST ω′∈  por 
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ω∈∀= SuTuTu ,,ˆˆ, . Es un automorfismo 

topológico de )(XSω′ .    
 
Es de notar que el estudio de los espacios )(, XB kp   no 

se reduce al estudio de los espacios XB kp ε⊗̂,  puesto 

que )(XLp  y XLp ε⊗̂  no son isomorfos en general. 

Por ejemplo, el espacio )(1 pL A  no es isomorfo a 

pL Aε⊗̂1  si ∞<≤ p2  (ver [5], p.117 y Corolario  

p.258). De igual manera, si ∞=Xdim  y ∞<< p1  

entonces )(XLp  no es isomorfo a XLp ε⊗̂  (ver 
nuevamente [5],  p.253).  
 
Otro tipo de espacio de Hörmander que Björck generaliza 
a ultradistribuciones escalares son los espacios locales 
 

{ })(,:)(:)( ,, Ω∈ϕ∀∈ϕΩ′∈=Ω DBuDuB kp
loc

kp , 
 

Ω un abierto de nIR , este subespacio de )(Ω′D  tiene la 
característica que sus elementos se comportan localmente 
como los elementos de kpB ,  pero cuyo crecimiento en la 
frontera y en el infinito no está restringido. En la 
siguiente definición se generaliza el espacio local 

)(, Ωloc
kpB  al caso de ultradistribuciones vectoriales. 

Definición 2.  Sea ,M∈ω  ,ω∈Kk  Ω  un abierto de 
nIR , ∞≤≤ p1  y X  un espacio de Banach. Se denota 

por ),(, XBloc
kp Ω  el conjunto de todas las 

ultradistribuciones vectoriales ),( XDT Ω′∈ ω  tales que, 
para cada )(Ω∈ϕ ωD , la aplicación XST →ϕ ω:  

definida por ω∈ϕ=ϕ SuTuTu ,,, , está en 

)(, XB kp . El espacio ),(, XBloc
kp Ω  se equipa de la 

topología generada por la familia de seminormas 
{ })(:. ,, Ω∈ϕ ωϕ

Dkp  donde kpkp TT ,,, : ϕ=
ϕ

 para 

),(, XBT loc
kp Ω∈ . Esta topología es metrizable (ver 

[15]).  
 
Otro hecho interesante de estos espacios es el siguiente: 
Si el espacio de Banach X  es isomorfo a un subespacio 
complementado3 del espacio de Banach Y , entonces 

                                                  
3 Sea Y  un subespacio cerrado de un espacio vectorial topológico 

X . Y  es un subespacio  complementado en X  si existe un 
subespacio cerrado Z  de X  tal que ZYX ⊕=  ( X  es suma 

directa de Y  y Z ). Si X  es un espacio de Fréchet, el subespacio 

),(, XBloc
kp Ω  es isomorfo a un subespacio 

complementado de ),(, YBloc
kp Ω .  

 
Para terminar es bueno comentar que utilizando los 
resultados mencionados de Grothendieck, de Vogt y de 
Meise-Taylor-Vogt, se pueden estudiar propiedades de 
sucesiones cortas entre espacios de Hörmander-Beurling 
de la forma 
 

0)()())((0 ,, →Ω→Ω→→ ′
loc

kp
loc

Pkp BBDP . 
 

Por ejemplo, si Ω  un abierto de nIR  ( 2≥n ), M∈ω , 

ω∈Kk , 
2/1

0

2
)()( ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ∂=′ ∑ ≥α

α xPxP  y )(DP  un 

operador elíptico4  entonces la sucesión corta  
 
 

0)()())((0 ,2
)(

,2 →Ω⎯⎯ →⎯Ω→→ ′
loc

k
DPloc

Pk BBDP  
 

es exacta5 en virtud del Corolario 3.7.1 de Hörmander 
([7]) y el Teorema 3.3.3 de Björck ([2]). En esta sucesión 
el espacio ))(( DPN  coincide algebraica y 
topológicamente con el espacio 

{ }0)(:)()( =Ω∈=Ω ω fDPEfN  de )(ΩωE  

( )(ΩωE  es espacio de las funciones ultradiferenciables 
en Ω) para ello se utiliza el Corolario 4.1.4, el Teorema 
4.1.1 de Björck ([2]) y el teorema de la gráfica cerrada. 
Además la sucesión no se parte, es decir, )(DP  no 
admite inversa por la derecha lineal y continua. 
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