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VOLUMEN DE LA HIPERESFERA.

RESUMEN
La soluciones fundamentales de la ecuacion de Laplace, V z,u =0% estén
dadas en términos de la constante z(n) *. Esta constante aparece por razones

A
de normalizacion, suvalor eswt paranigua a2y ? cuando n es 3; pero,

¢Cual essuvalor si nesmayor que3?. Enestearticulo sedalarespuestaa
este interrogante, €l resultado mostrara una vez mas las misteriosas
conexiones que aparecen en €l universo de las mateméticas.

PALABRAS CLAVES: Funcién Gamma, método de Euler, ecuacién de
Laplace

ABSTRACT
The fundamental solutions of Laplace equations, V? 1 =0, aregivenin
terms of the constant «(N) , This constant appear for reason the

A
normalization, its valueis  for n equal to 2 and ? when nis 3; but jwhat

isthevalueif nisbigger than 3?. Inthisarticle will give the answer to this
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question, the result will show once again the mysterious connections that

appear in the mathematics' universe
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La funcion Gamma, F(X):(]'JH(H:LJ (1+X] ,
X) 1 n n

puede pensarse como una extension de la funcién
factorial alos nimeros reales’, lo introdujo originalmente
el matemético Suizo Leonhard Euler (1707-1783), en su

! Excluyendo |os enteros menores o iguales a cero.
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forma equivaente T'(X) = I: t**edtes la

definicién del Matemdtico Francés Adrien Legrendre
(1752-1833).

Otros matematicos que sintieron atraccion por esta
funcion fueron: Carl Friedrich Gauss (1777-1855),
Christoph Gudermann (1798-1852), Joseph Lioville
(1809-1882), Karl Weierstrass (1815-1897), Charles
Hermite (1822-1901), entre muchos otros.

Se presenta a continuacién algunos resultados que seran
de utilidad en el propoésito planteado.

1. T'(1) =1 Se obtiene directamente la definicion de
Legendre.

2. T'(x+1)=xI(x),x>0. Resulta de integrar por

partes; esta propiedad permite extender la funcion
Gamma alos negativos.
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3. I'(n+1)=n, n=0.12,3.... Induccién
mateméticay la propiedad anterior.

4, F(;j =r.

Demostracion: F(;j = f: (tY2e™)dt , haciendo la

sustitucion = y2 se obtiene
1 o 2
F(Zj = ZJ.O (e )dy, esta famosa integra la

calculo Gauss de la siguiente forma:
1 L) 407 (7 e-0+v™) —
F(er(zj = 4J'0 IO e dydx =

[ e _
4'[0 IO e "rdrd 0 =«
de donde se concluye € resultado.

1 35,...(2n-1
F[+nj=]“ ( N;.

2n

Se obtiene a aplicar repetidas veces las
proposiciones 2y 4.

2. TRASFORMADA DE LAPLACE.?

Parece ser que e desarrollo de la transformada de
Laplace se inicia con la aparicion de expresiones

integrales de la forma: Ie’ Pf (X)dXx que resultan del
método de Euler para encontrar factores integrantes en

ecuaciones diferenciales de orden mayor a uno. Los
matematicos de la época se dieron cuenta que € factor

e ™ convertia las ecuaciones diferenciales en
ecuaciones algebraicas, esta idea lleva a la construccion
de una teoria que es ampliamente utilizada en la solucién
de ecuaciones diferenciales, ecuaciones integrales,
calculo de integrales impropias y otras aplicaciones de
mateméticas puras.

La trasformada de Laplace de una fusion f es
L[f (x)]= j:e-pr (X)dX.

Algunos resultados de |a transformada son:

2 Pierre Simén de Lapleace (1749-1827) fue un matemético astrénomo
tedrico francés, tan famoso en su tiempo que se le conocia como €l
Newton de Francia
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6. L[X“] = F(;f:ll), a >-1. Demostracion
L[X"]: J‘:e*pxx“dx, haciendo t= pX; se
obtiene L[X“] = 1+1 J':e“t“dt = w

pa
7. Ll:x_z} = j% Aplicacion directade 6y 4.
8. LF(p)G(p)]= joxf (Mg(x-T)dr.®  Ese

resultado se denomina Convolucion, y se denota por
(f *g)(X). Esta formula permite cacular la
transformada inversa de un producto de funciones,

esdecir, s L[f(X)]=F(p) vy L[g(0)]=G(p)
entonces L[( f * g)(x)] = F(p)G(p).

La demostracién se puede encontrar en cualquier texto
de ecuaciones diferenciales ordinarias. La generalizacion
de este resultado lleva directamente a calculo del
volumen o mediada de la Hiperesfera.

3. TEOREMA GENERAL DE LA CONVOLUCION.

Sean fi(X) 'y Fi(p) funciones taes que
L[fi(x)]=Fi(p),i =123. dd teorema de la
Convolucién

L [F,(p)F,(P)F,(p)]=
jox f.(C)(f, * fo)(x—T,)dI, =
jox fl(rl)jox—n f,(I,) f,(x—T, —T,)dl,dr,

al escoger f;(X) =1 sellegaa:
Ll[Fl(p)Fz(p)} _
p
X x-T;
Io Io fl(rl)fz(rz)drldrz =
f,(r,) f,(I,)dr,dr,

0<T,;+T,<x,T;20

Al aplicar induccion mateméticase llegaa:

8 L_l[F ( p)] denota la transformadainversa, es decir lafuncion
cuya transformada es F(p)



Scientia et Technica Afio X1, No 28, Octubre de 2005. U.T.P

L_{Fl(p)Fz(p) ------- Fn(p)}
o p

[J £.(C) (). 8, (T, )dr,...dr,dry

0<I;+T,<x, Tiz0

4. VOLUMEN DE LA HIPERESFERA

Si se tiene una hiperesfera de radio R = & su
volumen viene dado por la integra:

Vv =2"

0<> " %% <x, ;20

El cambio devariable X = I} implica

V= ” _[dr” ﬂﬁ,delteoremaQ

OSsz.sx,xzo \/Fn\/FZ\/Fl

V = Ll{ﬁﬁ.... ﬁl}:
P p p p

= (ﬁj”l :ﬂn,zL{ 1 }:

1+n/2
ﬂ_n/Z Xn/z
r'(l+n/2)

p
ﬂ_n/ZRn
T @+ n/2)

Resultado sorprendente. Se esta ahora en condiciones de
hacer unos célculos:

7[1/ q? 7[1/ @
= = =2
r(3/2) (U2ra?2)
Longitud del intervalo radio R
2 2
e N=2 VzﬂzﬂzﬂRZ;
re 1
Areadel circulo deradio R
B R B R B 4R
[(+3/2 (3/2r@2 3°
Volumen de unaesferaderadio R.

43/ 4 4 2p4
* n=4 V:” 2R=”2R =”R;
| NE)) 2! 2

Medida de laesferaen R*

n=1V

e N=3V

[[ -] £.(0) £ (T,)...f (T, )dT, AT,
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2p5
. n=5 V:87TR;
15
3p6
° n=6, V=ﬂ;
6

Los misterios de los numeros estriba en una
desconcertante paradoja: si 1os nimeros son tan solo un
producto de la mente humana, entonces porque existe
una correspondencia tan notable con € universo fisico?.
La historia de las mateméticas incluye expresiones casi
misticas que relacionan entre si con elegancia las
variedades mateméticas mas elegantes.*
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