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ALTERNATIVAS DE ANALISIS DEL IMAN ESFERICO

RESUMEN

En este articul o se presentan dos alternativas diferentes ala ecuacion de Laplace y
al método de carga magnética y de facil comprension para €l célculo del campo
magnético en un iman esférico uniformemente magneti zado.
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1. INTRODUCCION

Los imanes esféricos es un tema que en la actualidad se
encuentra sin explorar lo suficiente, muestra de ello esla
poca bibliografia acerca de este tema y las recientes y
pocas aplicaciones que la ciencia les estd dando a ellos
como son las comunicaciones inaldmbricas.

El mejor estudio que se encontré de este tema es un
articulo publicado en la edicion N° 4 de esta revista
titulado: “Andlisis del Imén Esférico”; en este se hallaban
el campo magnético utilizando la ecuacién de Laplace,
pero este procedimiento requiere un tratamiento
matemético muy complejo. Por esta razén se presentan a
continuacion dos aternativas para € andlisis del iman
esférico, pero se tomaracomo guiael articulo mencionado
anteriormente para llegar alos mismos resultados.

El aporte méas importante de este articulo es la extensién
gue se hace de la aplicacién de la ley de Biot Sarvat a
modelos de corrientes, ya que esta ley en todas sus
aplicaciones es utilizada con corrientes reales.

2. IMAN ESFERICO
MAGNETIZADO

UNIFORMEMENTE

Se considera una esfera ferromagnéticade radio b con una
magneti zacion:

M=M,,a, D
Como se muestraen a figura 1.

2.1 CALCULO DEL CAMPO MAGNETICQ EN EL
CENTRO EMPLEANDO LA ECUACION DE
LAPLACE

La metodologia que se presenta a continuacion es
transcrita de [1] y lo Unico que pretende es facilitar al
lector una consulta répida e inmediata del texto que se
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tomard como guia y a mismo tiempo hacer una
recopilacion de todas las aternativas de andlisis del iman
esférico. Pararespetar laintegridad del texto se vaadegar
la numeracién de las ecuaciones que este tiene pero para
diferenciarlas de las ecuaciones de este articulo a ellas se
le colocard un asterisco.

Dada la simetria del sistema se utilizan las siguientes
expresiones correspondientes a la solucion de la ecuacion
de la Laplace en dos dimensiones en coordenadas
esféricas:

f .= 8?41 +£219>cosq re£b (1%)
e r g

Figura 1. Geometriadel iman esférico.

B
f .= 8?42 +—229>cosq r3b (%)
e g
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La evaluacién de las constantes Al, A2, B1y B2 se hard
empleando condiciones andlogas a las del campo
electrostético, asi:

§ r® 0,f , esfinto P B, =0:
f . =4, > >cosq 3)
§ r® ¥,f ,=0 P 4,=0:

B, xcosq
Fo - 2

r
8 En lasuperficier = b:
ml :fm2
B, xcos

A, *b xcos(q :Zb—zq
A, =B, s cosq ! 0

Lacondicién anterior es equivalente autilizar H, =, .

Tambiénenr = b: l§1n = §2n

Nf , = 4,(- cosq xa, +senq Xd,)
rT},(H +M)enestecasoM =M.
=m, (- 4, >cosq xa, + 4, Xsenq *a, + M, xi,)
=m,(H,, +M,),pero M,, =M, xc0Sq G,

¢Dmbmbmm1w’

Bln =m,(M, - 4,)xosq xa,

~ ~ B
H, =-Nf , =—2X2xcosq xi, + senq Xi,)
- 2 XB
oy = ><lTr103 2 cosq X
2xB
M, 1:bj (4%)
de las ecuaciones (3*) y (4*):
M, M, *°
— B - (0]
3 7 2773
M , % Xcosq M, »b°® xcosq
ml:—’fmZ :—3 (5*)
3 3%
- M, - - .
H, = 3 (- cosq xa, +senq Xa, ) (6%)

Si la esferatiene permeabilidad magnética m:
B, = mxH,

B, = mé\/f" (- cosq xi, + senq Xi,) (7)

También:

L omM
B, = 30 (- cosq Xd, +senq Xi, )+ Mm,M ,a.
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2mxM
B, = %(cosq Xd, - send X, )

ZX%XM‘)Z;

B
1 3 z

(8%)

2.2 CALCULO DEL CAMPO MAGNETICO EN EL
CENTRO EMPLEANDO BIOT-SAVART

Para una distribucion de corriente real, e campo
magnético esta dado por [2]:

- m, Kds" R
B=""0 5
4p R®

En donde M, eslapermeabilidad magnéticaen el vacioy

@)

tiene un valor de 4p 10" hm, K es para este caso la
densidad de corriente equivalente superficial y R es un

vector que va de la superficie a punto a analizar, en este
caso €l centro.

A partir delateoriadel dipolo magnético, el campo debido
a un material magnetizado se puede calcular usando €
rotacional de un potencial vectorial magnético el cua esta
dado por [6]:
S.m, Kxds m, Jxdt
= = + 2

4p O r 4p (O
En donde J es la densidad volumétrica de corriente de
magnetizacion, la cua esta definida como:

3)

J=N"M 4
Para una magnetizacion uniforme, setiene:

N" M =0

Al sustituir en (4) se obtiene

J=N"M=0 (5)

Debido aque lamagnetizacion es uniforme, lacorriente de
los dipolos atdmicos vecinos que fluyen en direcciones
opuestas se cancelaran en todo lugar y no quedaran
corrientes netas en el interior. Esto indica que solo va a
existir un modelo superficial de corrientes.

Ladensidad de corriente superficia equivalente se define
como:

K=M"a, (6)
K =M ,,(cosq xd, - senq xa,)" d, 7)
El diferencia de superficie se puede hallar como:

ds = b* xsenq xdq xdj (8)
por ultimo el vector radial alasuperficiees:
R=-bxi, 9)

reemplazando (7), (8) y (9) en (2) setiene que:

n-b 2pp ]
B= e 0 (‘I‘yen 0 xdqddj X-a,) (10)

convirtiendo a coordenadas cartesianas se tiene:
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d, =C0Sq *XCos] xd, +Senj Xcosq xa,

- senq xd, (11)
al reemplazar (11) en (10) y efectuar algunas integrales se
obtiene:

_ M, *P, :

B= m;p" Ocsen’aq xdoddj X-a,) (12)
00

al resolver laintegral se tiene por Ultimo:

Este es €l resultado (8) del andlisis realizado por Laplace
en[1].

2.3 CALCULO DEL CAMPO MAGNETICO EN EL
CENTRO EMPLEANDO SUPERPOSICION DE
ESPIRAS

Este método consiste en hallar el campo en una espira
sobre lasuperficie delaesferay luego superponerlaatoda
la esfera, pues ella estd compuesta de muchas espiras de
diferente radio.

Enlafigura2 se muestralaespiraalacua selecaculael
campo de la siguiente forma:

5= xI .dl~ R
R3
Por facilidad se trabajard en coordenadas cilindricas,

donde se tiene para cada término las siguientes
expresiones:

(14)

R=-rxa, - zx, (15)
R=-/r*+z? (16)
R=b 17)
dl =rxdj X, (18)
Al sudtituir (15), (17) y (18) en (14) setiene:
p="b%

2p
N 2 . .
= rexd] Xa, - rxzxd xi,) (19)
4p b3 od z R
donde € vector unitario en ladireccién radial se define en
términos de coordenadas cartesianas como:

d, =Cosj xd, +senj xd, (20)
Por ultimo se tiene que el campo magnético debido a esa
solaespirasobre €l origen es:

2.
=rrb><[><r a,

21
X (21)
Ahora se procede a hallar e campo debido a todas las
espiras sobre la superficie de la esfera, esto se logra
derivando la ecuacion (21), debido aqueestenoesel
campo total sino Unicamente un diferencial de campo.
Haciendo esto se tiene:

Figura 2. Espira sobre el iman esférico.
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mydl X(senq *)* <,

dB = (22)
25°
en donde se tiene que el diferencia de corriente esta dado

por:

1=K, xdp (23)
1 =M, >senq Xbxdq) (24)
dl =M , b >senq xdq (25)

Al sustituir la ecuacion (25) en (22) se tiene que:

xM
dB = mOZO xsen’q xdq xa, (26)

integrando a ambos lados se tiene;

p
B:mOZXMOX(‘) sen®q xdq a, 27
0

resolviendo se deduce a que €l campo resultante de todas
las espiras sobre la superficie es:

p=2M Mo,
3

Esta expresion es igual ala expresion (13), por 1o que se

comprueba que este método es otra aternativa de

solucion.

(28)

2.4 CALCULO DEL CAMPO MAGNETICO,EN UN
PUNTO SOBRE EL EJE Z EMPLEANDO METODO

DE CARGA MAGNETICA
; _iae\rmxdtJr\smdeQ (20
TRk 0
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Los potenciales escalares magnéticosf | | yf | , se pueden
encontrar también usando la expresién (20*) donde:

r =- N'M densidad volumétrica de carga equivalente.

m
S, = Z\Z.Zin densidad de carga superficia equivalente.

A manera de verificacion e ilustracion y por facilidad se
calculara e campo magnético en € punto P (0, O, h)
indicado en lafigura 3. Se tendrg, entonces que:

r.=0ys, =M,xa »xa, =M, >xosq
R=-bxi +hxi_y ds=rxsenq xdf » xdq
ds = b* xsenq xdf xdq

R? =(b?- 2bh xcosq + h?)

_ M, P senq xcosq xdq xdf

f =
" 4p (b - 2bh>cosq +h*)Y?
Al resolver laintegral setiene:
f = M‘;x}l (21%)
M 3
f = 30—x;) (22*)
parael punto indicado:
3
B,=-Rf ,= 2><n})3>;b;13><M0 a. (23%)

2.5 CALCULO DEL CAMPO MAGNETICO EN UN
PUNTO SOBRE EL EJE Z EMPLEANDO
SUPERPOSICION DE ESPIRAS

La ecuacion (14) se sigue aplicando pero con algunos
cambios. Lageometriaescomo seindicaen lafigura3, las
componentes de la ecuacién de campo se definen como:

dl =rxdj X, (29)
R=-rxi, +(h- z)xa, (30)
Por laley de coseno, setiene:

R? = h® +b” - 21 %h xCOsq (31)

Sustituyendo (29), (30) y (31) en (14) setiene que:
B= m, XIZE”Z Xi, Xdj +(h- z)>d, xd|
d4p 7 (h*+b?- 2hbcosq)??

resolviendo de forma similar al procedimiento anterior se
tiene que:

(32)

_ m, X % xa,
2X(h? +b% - 2hb xcosq )2

(33)
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Figura 3 Espira sobre €l iméan esférico.

Pero este es solo un diferencial de campo, asi que €l
campo total es:

E:rrbXMOXb“G sen’q xdq xa,
2 c(h? +b? - 2hb xcosq)*'?
Estaintegral es compleja, por lo que se utiliza un paguete

matemético para resolverla como Matlab®. Quedando €
campo total como:

oMo Xz (2 - s+ h2) b+ 1

3x° (35
- (B* +bxh+h?)%b - h))
De lafigura 3 se deduce que tanto el radio como la atura
son positivas, esta Ultima es mayor que €l radio debido a

que €l punto sobre €l cual se esta calculando € campo es
exterior alaesfera, por lo tanto:

5= 2MM, b°a,
3%°

Este es el resultado (23) del método de carga magnética

del articulo[1] tomado como guia.

(34)

(36)

Al evaluar €l limite cuando h tiende a cero, se estaria
calculando el campo en el centro, asi que se obtiene:

B = 2xm, XM .4,
3

Este es el resultado que ya se habia hallado anteriormente
por dos métodos.

(37)

2.6 CALCULO DEL CAMPO MAGNETICO EN UN
PUNTO SOBRE EL EJE Z EMPLEANDO
BIOT-SAVART

El campo esta definido de la misma forma que en la
ecuacion (2), lo que si cambiaesd radio y ademastodo se
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debe definir en coordenadas cartesianas. Cada término
gueda definido como:

R=-rxa, +(h- z)xa, (38)
R=-r>xog xa, - r>senj xa, +(h- z)xi, (38)
Rds =M , %* xsen’q xdq xdj G, (39)

Kds™ R =M, xb* xsenq xdq xdj X(cosj X
(h- z)xa, +sen] Xh- z)+rxa,)
Dado quelaintegral en ] estadefinidaparaun periodo la

integral de los vectores en ladireccion X y Y se reduce a
cero, resultando solamente la componente en Z:

(40)

Rds™ R =M, *°>xen’q xdq xdj . (41)
y ademéas se conoce que:

R? = h® +b” - 2xh %b >xCOs( (42)
al reemplazar setiene:

_m, XM, %P sen’qxdq g,

(43)
2 Qu?+p7 - 20 x00sq)*?
Esta ecuacion coincide con la entregada en (34), por tanto,
se demuestra que este es otro método valido para analizar
el imén esférico.

Realizando una sencilla analogia, se puede determinar el
campo en el centro, debido a una esfera dieléctrica
uniformemente polarizada. Modificando la ecuacion (12)
setiene:

2xP.a,
3e,
En donde Po es la polarizacion eléctrica 'y €, es la

permitividad eléctrica del vacio. De igual forma se puede
hallar el campo en un punto sobre el ge z.

B= (44)

3. CONCLUSIONES

Se observa la facilidad matematica frente 4
desarrollo con Laplace de los dos métodos
presentados en este articulo para el andlisis del iman
esféricoy su facil extensién alageometriade uniméan
de barras el cual esun caso més practico y comercial.

Se muestra la aplicacion al magnetismo del principio
de superposicion e cual es una metodologia més
aplicadaalateoriadecircuitosy laextension delaley
de Biot Savart amodel os de corrientes.

Este es un modelo que ayuda ala comprensién de los
campos magnéticos a través de las leyes que los
describen debido a la geometria complgja que
presenta. Para calcular e campo en puntos fuera del
gje Z se deben de realizar aproximaciones o de lo
contrario €l procedimiento se haria muy dispendioso.
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Se demostré que mediante una simple analogia es
posible hallar el campo debido aunaesferadieléctrica
uniformemente polarizada a partir del campo de una
esfera ferromagnéti ca uniformemente magnetizada.
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