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Resumen— El area del paralelogramo tiene consecuencia
interesantes en relacion con algunas de figura inscrita en él y
en triangulos. En este articulo mostramos algunas de esas
relaciones especiales.
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Abstract— The area of the parallelogram has interesting
consequences in relation to some of ye entered in the triangles.
In this article we show some of these special relationships
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I.  INTRODUCION

En este articulo estudiamos algunas consecuencias que se
derivan del area del paralelogramo en relacién con el area

de algunas figuras planas. Sean A,E puntos de A" . El

vector dirigido con punto inicial A y final B lo denotamos

AE, ademas AE =E —A. El vector nulo o cero lo

denotamos O. En este articulo utilizamos el producto

interno usual de R™ Cuando hablemos del vector o lado A

debe entenderse un vector dirigido y no un punto. La

expresion L.I significa linealmente independiente.
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El resultado bésico viene dado por:

Teorema 1. El drea del paralelogramo de lados 4, E viene dada

por

] 3 ¥ 3
S=4IAl2IBI? — (A-B)? (1)

La justificacién de este resultado puede consultarse en cualquier
libro de algebra vectorial ver [10]. Se deduce entonces que el

area de tridngulo de lados A y B viene dada por
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”‘

JIANZIBIZ— (4- B)?
A = 5

II. CONTENIDO.

A. Resultado basico. Consideremos dos vectores no

nulos de R® 'y vectores

X.¥ que satisfacen la

relacién (por comodidad Xl = x=, ¥l = ¥?)

X =ocA+ LB
¥=cAd+ dE
Entonces,
X' =gtAY L 2ab A-B + BEBT

K
I

clAY 4+ 2cd A-B + d2B?

EWE=a® cT4% + 2abct(A-B)AT + BET4TRE

+2cda’ (A - BIA* + 4abed (4
+ Ecdb:{A . B:]B:

+atd?ATBY + 2abd®(4- B)B? + hid1E4

De otro lado:

XV =acA® +(ad + cb)(A - B) + bdB*

(X V) =a’c?4* +(ad + cb) (4 - B)? + b2d1B*
+2aclad + be) (4 -B)A® + 2abed A*B?

+2bd(ad + be)(A - B)B?

Luego,

'B:]:
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¥yl—(x v)?=(ad — bc)*(A’B* - (A - B))

En términos de norma tenemos

NxlFlEIE — (% - ¥)F = (ad — be)*(l4IFIEIE - (4. 3% (2)

Para denotar el area de un poligono de vértices (o n lados)
digamos a;, @z, ....a_n escribimos Ay o o

En términos de area la formula (2) se escribe

Ayy = lad — belAgs

A la expresion K=gd —b¢ la llameros determinante de la

relacién de areas.

B. Consideremos el paralelogramo de vértices ABDC

b—a'—
C S

b— n"—l'_|__

N B
—a'—

Donde C5 = aCD s DR = aﬁ, BN =aBA,AM = aAC donde
0 =a =1 Es facil comprobar que el cuadrilatero de vértices

X Y.W.Z esun paralelogramo (ver[10]) y ademas

77 = l1—-a _, a.'i'].—a._]E
“1ra 1 ra

— all—-a) l—a

Xz =— — — AE
1+af 1+af

Calculando el determinante de las dreas vemos que

5y (1 —a)® ‘{1l —a}* (1 —al®
S GRS E R RS R g
Es decir,
(1—gl?
Az :ﬁ ABDC
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. . 1 - 1
En particular si & = = la relacién es 5

Si hacemos CS = bCD , DR = aﬁ, EN =bBA,

AM = aAC donde 0 = a, b = 1. Encontramos

Xodi—" - I
- +1+a£z +1+a£z
Vo 1 - B _,
B +1+a£z +1+a£z
3 a+1 b
- 1+ ah 1+ ab
we=p_-— 3_-2 75
T Y T 1t T 1t ab

Vemos que estos cuatro puntos son los vértices de un

paralelogramo. Ademas,

_z_ﬂ.{b—]_:]E 1—!:E
" 1+ab +l+a-£:
. l—a_. HMl-a)_.

7 = 7 ( )

AE
1+ ab +1+a£:|

De donde

_[1-mi-|

H}L’YZ W = ABDC

1+ab

C. Consideremos el cuadrilatero de vértices ABDC

como se indica en la figura:

Donde €5 =aCD s DR = mﬁ,
BN = aBA,AM = aAC donde 0 < g < 1 Es facil ver
que

MR = (1 —a)AD — aBC

N5 =aAD + (1- u]ﬁ

Calculando el discriminante tenemos
ad —bc = (1 —a)? + a°
En conclusion

Apyrs = [ — @) + @] Agnc

. . 1 . . 1.
En particular si @ = = la relacion de las dreas es =. Si hacemos

CS = bCD, DR =aDE, BN = bBA,AM = aAC donde
0<ab=1

Y por un procedimiento similar encontramos

MR = (1 —a)AD — aBC

SN = —bAD + (1 — B)BC

Por lo que

Apyyrs = [(L —a)}(1 —b) + ad]dszpc

D. Consideremos el tridngulo de la figura

Donde
CM = tAF - [[aM] = ¢|4B] = a
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AN = rAC - [[aN| = elac] = »

Luego,
Nz [ | (i )
M = 5
2|75 2 || - (ca5 ~ae)”
—_ -
= trdgge

Si  hacemos

escribir

ah

Agpy = E Agze

5. Consideremos el tridngulo AAEC de la figura y

hagamos
AP =tAC - P= A+tAC

ER=rBA—R=E++BA

CQ=ICE—- Q= C+ICE

Ahora.
P=Q—-P=C+ICE-A-tAC
=(1 -t)AC +ICE

PR=R—P=B+rBA— A—tAC

= (1 —v) AB + tAC

Pero, AE +BC = AC es decir, AB = AC — B

Luego,

|#B 1l =1..][acll = 1, podemos

PR=0-r—-tlAC-(1—n)CE
En resumen,
PQ ={1— £)AC + iCE
PR=(1—r—t)AC + (1 —+)CE
En este caso el determinante de las dreas es:
-t -r-l(1-r-1t

a @
— ,t = — obtenemos
Iz ig iy

-‘lﬁref((m L Lll,\-'“ (

Haciendo ! =

jﬁ+1) gz

6. Resolvamos el problema anterior mediante sumas de
areas. Consideremos el tridngulo como se ilustra en la

figura.

Hagamos
a Iy —

al4y) = I H_qfrr:
al,—a

ald, ) =—— alAABC)
;I
a ly—a

ald;) = - = a(AABC)
z f1

Es claro que

a(d;) +a(4;) +ald;) +ald,) = a(A4BC)

Por lo que
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:((.i+i+#‘]u=—(,i+,i+,i“]a+1]%5 X =A+tAP = A+ tAE + taBC
. I'l": I':l."! I.:I.!-' L I.: kg #

X =A +r§=ﬂ+ra+rcﬁ

7. El caso general del ejemplo anterior, viene dado Igualando y reordenando los términos tenemos
por (1 —+)CA +(t —rc)AB + taBC = 0
aly —¢
= —— A O — O —
a(d) i I 7 Como AE + EC = AC — BEC = AC — AE, encontramos
cly—bh — —
ald, )= —= 4. (l—r—ta)CA+{(t—9vc—at)AE =0
2 I, I ABC
Como CA ¥ AE son L.I tenemos que
bl,—a 1-r—ta=10
Q{A!:]:.!_ I Ae {t—ﬂ:—ut:[]
: U1
Resolviendo tenemos
C l—-no
Como t=

“1_-a—a' 1-a—ae
a(d) +ald;) tald;) +aldy) = 4
De igual forma

Entonces, ¥ =A+mAP = A + mAE + maBC
Q G G B
=11—-|-11-- —|1-—= - — —_— —
ald.) [ (;1{ ;3)+;3{ i:):]]’q""' © ¥=E+nC{ =E+nBC+nbCA
(4.) [1 (ﬂ' L b n c J N (GE’ + ac + be ]] Igualando encontramos
=1-l—+—+— — A,
Al L L TN T L T g

(m—1)4F + (ma —n)BC —nbCA= 0

Pero AE + BC = AC = —CA, reemplazando
(m—1+nb)AE+ (ma—n+nb)EC =0

Como AE y BC son L.I debe ser que
m—1+nb=20

ma—n+mnb=10

Resolviendo tenemos,
B a B 1—h
"Tab+1-b"" ab+1-B

Encontremos ahora a Z.Notemos que

Z=C+pCR=C+pCA+ pcAE

la figura. Z=EFE+qEQ=E+gE(C +qbCA

Igualando encontramos
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(1-g)BC+ (p—qb)CA + pcAE=0

Pero

AE +BC =AC = —CA - AE =—CA —EC.

Tenemos que

(1-q—pc)BC+ (p—qb —pc)CA =0,
Como BC ya son L, J tenemos
1-g-—pc=10

p—gb—pc=0

Resolviendo,
b 1 -—¢
J":?_ZI.+.!J.::'—.::' q_1+bc—c
EN RESUMEN TENEMOS,
X=4 A+ —— B¢
B +1—a+ac +1—a+ac
1-b _. all-B8) __,
F_‘4+aa—a+1’qg+aa—a+15’:
Z=¢ P G+ ¢
a +1+.!J.:'—.:' +1+E:|.:'—.:'
AHORA,
— f 1—h c — all1—5b) ar ) —s
XY_Ii.uFJ—FJ+1_1—u+uE}AE+(uh—h+1_1—u+u:'_;lgc
X_'_'—lfl+ be—b _ c }IE"
== I There 1-—atac
+|:.1— b w }s_c'
\ 14bec—¢ 1—a4ac

DEL RESULTADO ANTERIOR TENEMOS
Ayyz =K Agze

DONDE,

H—If 1—h _ o }(1_ h _ an )
Tlab—b+1 1—a+ac/\ 1l+be—¢ 1—a+ar

|:1+ be—h c } all—h) ar
o 1—bc+c l-m+arc nh—h+1_1—u+ncJ

COMO CASO PARTICULAR a = b =¢.

- 1-2a _. a—2a*
XY =—

AE +— BEC
gt —a+1 +u.*—u.+1

E—{R_U{ER_UE 1—-2n B¢
T af—a+1l +a:—a+1
VEMOS,
3 (1-—2a)*
_u.:—:!.+l

II.  CONCLUSIONES

El area del paralelogramo permite encontrar ciertas dareas
relacionadas de una manera relativamente facil.  Pueden
encontrarse otras relaciones interesantes utilizando los vectores

en la geometria euclidiana, ver [10].
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