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Resumen— Estudiar relaciones entre la teoria de la recursiéon
y la teoria de categorias, permite encontrar propiedades del
universo recursivo que pueden representarse por medio de
propiedades universales. Es posible generalizar en algunos
aspectos este universo para buscar ejemplos de propiedades
recursivas que no provengan de la aritmética y asi entender
desde otras perspectivas el teorema de incompletitud de
Gaodel.
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Abstract— Studying relationships between recursion theory
and categorical theory, can find properties of the recursive
universe that can be represented by universal properties. It is
possible to generalize in some respects this universe to search
examples of recursive properties that are not from the
arithmetical universe and well understood from other
perspectives, the Godel's incompleteness theorem.

Key Word — Category, object natural numbers, recursive
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L INTRODUCCION

En este trabajo se presenta un compendio de las
operaciones recursivas sobre los niimeros naturales como
en [3], se muestra la generalizacién del objeto nuimeros
naturales como en [2] y se prueba la existencia de una clase
de morfismos primitivos recursivos en el contexto de la
teoria de categorias intermedias de Freyd (ver [1]) y a
partir de la teoria de funciones recursivas expuestas en
[2]. Aunque los resultados aqui expuestos son ampliamente
conocidos entre especialistas, no se encuentran en la mayor
parte de la literatura, las demostraciones son novedosas y
originales.

En esta presentacion sobre las operaciones recursivas en el
contexto de la teoria de categorias (ver [4]), se requiere de
ella que sea cartesiana cerrada (ver [1]). Estas condiciones
implican la existencia de objeto final, lo cual excluye una
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gran variedad de posibles ejemplos recursivos que no provienen
de la aritmética.

En [4] se desarrolla una nocién de objeto nimeros naturales mas
débil que la propuesta por Lawvere, desde una perspectiva
diferente a la propuesta por Thibault. La principal motivacion de
introducir esta nocién en [4] fue la de construir morfismos
recursivos en una categoria no cartesiana y mostrar ejemplos de
una naturaleza diferente a la de la aritmética.

IL. COMPENDIO DE LA TEORIA ESTANDAR DE
LAS FUNCIONES RECURSIVAS

En esta seccion se estudiard el universo en el cual se desarrolla
la teoria basica de la recursién estindar y se resumirdn los
principales resultados obtenidos con ella.

A. Universo de las funciones recursivas

El espacio global en el que se sitian las funciones recursivas es

U

k>0
Donde N representa el conjunto de nuimeros naturales. El

universo de las funciones recursivas incluye funciones cuyo
dominio son potencias de N cuyo codominio es N. Sin embargo
lo mas interesante son las operaciones recursivas entre ellas.
Estas operaciones permiten estratificar y auto-enumerar ciertas
clases de funciones recursivas con una funcién que también es
recursiva.

El universo de las funciones recursivas se encuentra estratificado
por clases de funciones recursivas a partir de propiedades
estructurales. La primera estratificaciéon fundamental divide en
tres clases dicho universo: las funciones primitivas recursivas,
las funciones recursivas totales y las funciones recursivas
parciales.

1. Funciones primitivas recursivas PR

Definicién 1. La clase de funciones primitivas recursivas (p.r.)

.. k
es la minima subclase de  Uy-o NV tal que:
a) Contiene las funciones basicas:

z: N - N (funcién cero)
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x—0

s: N — N (funcién sucesor)
x->x+1

[I}}: N = N (k-ésima proyeccién)
Qep o) %) = X

b) Es cerrado bajo composicién y bajo la recurrencia
primitiva:
Composicion: dadas f:N™ —» N, g;: N¥ > N, con
1 < i < n, funciones p.r. entonces
f(g1 -+, gn) es pr.

Recurrencia primitiva: dadas f: N¥*2 > N,
g:N¥ > N, entonces h: N¥*1 - N
definida por:

h(xy, -, %, 0) = g (xy, -, %)
y

h(xl! ] xk!s(}])) = f(xl! Xk Y h(x1; Tty xk;y))
es p.r.

Ejemplo 1. Funciones p.r.
a) id:N — N es p.r. debido a que idy = I1} (basica).
b) c¢x:N > N:n - kesp.r. debido a que ¢, (x) =
z(x) y ¢ (x) = s (x).
c¢) +:N? > N:(n,m) - n+ mes p.r. debido a que
la suma se obtiene por recurrencia primitiva
tomando
g =idyyf(,mn)=s(M3({mn))=sn).
Ademads de los ejemplos anteriores también son p.r. el
producto, la exponenciacidn, la resta truncada, la distancia,
el valor absoluto, las funciones discriminantes y las sumas
y el producto acotado de funciones p.r. etc.

2. Funciones recursivas totales: R,

Definicion 2. Una relacién R € N¥*1 es regular (en la
tiltima coordenada, si y sélo si, para todo d € N¥ existe
y € N tal que R(d, V).

s .. k
Definicion 3. R,,; es la minima subclase de Ujq NN
tal que :
a) R,,: contiene las funciones bdsicas.
b) R, es cerrado bajo composicidn, recurrencia
primitiva y minimizacién regular.
Minimizacion regular: Dada R € N¥*1 regular y recursiva
(es decir con la funcidn caracteristica recursiva), entonces:
f:N* >N
% - {min{y: R(Z,y), recursiva}}

es recursiva total.
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3. Funciones parciales recursivas R

Definicion 4. R es la minima subclase de Uy NV tal que:
a) R contiene las funciones basicas.
b) R es cerrado bajo composicidn, recurrencia primitiva y
minimizacion (extiende a relaciones regulares).

Nk+1

Minimizacion: Dada R € recursiva, entonces

f:N*¥ >N

N {min{y: R(x,y),

si existe algun y}}
indefinida,

en otro caso
es parcial recursiva.

B. Algunos resultados de la teorfa clésica de las funciones
recursivas

1. Argumentos de cardinalidad

Las clases de funciones recursivas son enumerables por
construccion. Sin embargo no existe dentro de las funciones
primitivas recursivas una funcién que enumere a las primitivas
recursivas. Basta usar un argumento diagonal para llegar a una
contradiccién. Tampoco existe una funcién recursiva total que
decida cuando una funcién recursiva parcial converge (problema
de la parada). El procedimiento de diagonalizacién no basta para
producir funciones fuera de las clase de las recursivas parciales.

Existe una funcién parcial recursiva que enumera efectivamente
a las parciales recursivas. La parcialidad es una autodefensa
contra el argumento de la diagonal.

2.  Propiedades estructurales

A partir de las definiciones de subclases de funciones recursivas

es posible:
a) codificar, decodificar 'y concatenar n-tuplas
recursivamente.

b) mostrar que R, es efectivamente enumerable por
funciones  primitivas  recursivas que  actdan
uniformemente sobre estratos asociados a nimeros de
variables (forma normal de Kleene).

Forma normal de Kleene: Existen U: N — N funcién primitiva
recursiva y para cada n = 1 existe T, € N™*2 predicado p.r. tal
que para toda funcién f:N¥ - N con f € R,,, se tiene que
existe e € N (indice de f) tal que para todo X existe y tal que
Tu(e,%,y)y f(X) = U(miny : T,(e,%,y)).

La forma normal puede ser extendida a toda la clase R.
La godelizacion por medio de la codificacion de tuplas, la

clausura recursiva de conectivos proposicionales y el armazén
por arboles de cémputo permite la construccion recursiva de la
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forma normal de Kleene. Asi a partir de un ndmero natural
dado es posible decidir recursivamente si este proviene de
una funcién recursiva, el tipo de funcién recursiva y el
valor de dicha funcién en cada punto.

Teorema de enumeracion: Dada { @%},cy una enumeracion
efectiva de las funciones parciales recursivas con n
variables; para todo n = 1 existe ®,: N"*1 - N parcial
recursiva que enumera las parciales recursivas de n
variables: para todo ¥ € N™*1,

P, (e, %) = @e(%).

Teorema de parametrizacion: (S-m-n) para todom,n € N
existe $: N**! — N primitiva recursiva tal que para todo
(e,X,¥) € N+ ta] que

Ppim (e, X,Y) = @ (Sy (e, %), V)

Toda funcién recursiva de n-variables produce una nueva
funcién recursiva si se fijan algunas de las variables; el
procedimiento para encontrar el indice de la nueva funcién
es uniforme.

Teorema de universalidad: existe ®:N? - N parcial
recursiva que enumera las parciales recursivas (en
cualquier nimero de variables): para toda funcién f € R
existe e € N tal que para todo ¥ € N™ se tiene que

f(&) = (e, (X))

donde (X) corresponde a la codificacién de n-tuplas
realizada en la construccién de la forma normal de Kleene.

Segundo teorema de la recursién: para toda f:N? -» N
parcial recursiva, existe e € N tal que para todo x € N se
tiene que

f(e,x) = ¢, (x)

Teorema del punto fijo: para toda f: N — N recursiva total,
existe e € N tal que @, = @f). En general se puede
mostrar que toda funcién recursiva total tiene un nimero
infinito de puntos fijos.

Proposicion (Kleene 1952): R es la minima clase de
funciones tal que contiene las bésicas, la resta truncada, y
es cerrada bajo composicién, definicion por casos y
definiciones de punto fijo.

III. LOS NUMEROS NATURALES EN
CATEGORIAS

Se abstraerdn aqui algunas de las propiedades universales
del conjunto de numeros naturales; esta tarea ha sido
realizada por Lawvere desde una perspectiva de objetos
iniciales; en el presente trabajo se presentard dicha
construccién y algunas de sus propiedades. Un segundo
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trabajo en esta direccién por fue realizada por Marie- France
Thibault (1977- 1982) quien estudié formalmente categorias con
objeto nuimeros naturales débil. Las categorias recursivas
producidas con el objeto nimeros naturales débil, se llamaron
categorias pre-recursivas. Las propiedades del objeto nimeros
naturales de Lawvere implican las propiedades del objeto
nuimeros naturales débil.

El objeto nimeros naturales de Lawvere implica la induccién
infinita sobre los naturales, mientras que en esta nueva nocién se
trata de manera independiente. Ademds el objeto nimeros
naturales de las otras aproximaciones requiere que la categoria
tenga objeto final; este hecho se constituye en una posibilidad
para estudiar universos recursivos intermedios que no provengan
de la aritmética.

Las propiedades del objeto nimeros naturales propuesto por
Lawvere implican las del objeto nimeros naturales débil que
introducimos aqui.

A. Objeto nimeros naturales de Lawvere (ONN)

Definicion 5. Dada € una categoria con objeto terminal 1. Un

objeto numeros naturales (ONN) consiste de un morfismo
0 s . x f .
1- N-— N, que verifica que para todo 1 SX — X, existe un

unico morfismo N — X tal que

x—L -x
En conjuntos esta definicién corresponde a la definiciéon de ¥
por recurrencia primitiva a partir de f y x,. Si X =N
clasicamente se pide que f sea recursiva pero en el caso general
no es necesario.

Proposicion 1. Dada una categoria € con coproductos
arbitrarios, [ [;cy 1 es ONN.

Demostracion. Tome 0 =i, y s definida por la siguiente
propiedad del colimite.

0
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f
Dado 1 3 X = X definase 1) mediante la propiedad del
colimite como sigue:

f**lx, = fyi, = Psi, para todo n=0; como la
coleccion de inyecciones en el coproducto {i,},-o €s
generadora por tener como codominio un colimite,
entonces f = s.

Nocion de infinito. En la categoria de conjuntos Ny 1 + N

f
son isomorfos. La propiedad que dice que para todo N = X
y para todo x €N, f(x) = f(x+ 1) implica que f es
constante refleja el hecho de que N es el minimo infinito.

Estas propiedades se generalizan en categorias, valen para
un ONN y mds atn, lo caracterizan.

Proposicién 2. Dada € una categoria con objeto final 1,
coproductos y ONN se tiene que 1 + N es isomorfo a N.

Demostracion.

1—2

A\" 2 = j\‘r

El morfismo ¥ es el inverso del morfismo [0,s] y por lo
tanto se tiene el isomorfismo. Para verificar que i es el
inverso [0,s], analizamos el siguiente diagrama
conmutativo:

N -~ N

y v o2 L
1 . 1+ N S 1+ N
0 [0.s] 3 [0,5]

N S - \

Por definicién de ¥ se sigue que Y0 =i, y s =iy[0,s]y,
ademds [0,s](iy[0,s]) = s[0,s] por construccién. Por
propiedad universal del ONN se deduce que [0,s]y = idy.
Queda por demostrar que Y[0,s] = idy,,. Por propiedades de
la inclusién en el coproducto basta demostrar Y[0,s]i; =i; y
P[0, s]iy = iy. La primera se deduce de que [0,s]i; = Y0 =
i;; la segunda igualdad se sigue de la propiedad universal del
ONN a partir de los siguientes diagramas:

N—S LN N—S5 .N
0 - 0 -
1 / iN iN 1 / vS »S
]. + J\‘ W l + .\ ]. + ;\‘ —WS’]X 1 + ‘\

Proposicién 3. El morfismo s de cualquier objeto ntimeros
naturales en una categoria con objeto final y colimites finitos es
un monomorfismo no epimorfismo.

Demostracion. s es un monomorfismo por propiedad universal
del coproducto como se muestra en el siguiente diagrama

N
A A
al
|
/ 1+N

0/ \ idy
/ \

|; / \ ‘.’
1 N

De forma andloga se muestra que s no es epimorfismo; basta
observar el siguiente diagrama:

N
A AN
al N
| \
1+ Nis
0/ /

/ \ S08
\
/ \
\

!"v / I"
/ N \
| N
|
1 N
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sos =5%=5s*s yademdss* # s pues 0 =s*0 y0 # s0
(esta dltima afirmacién se demostrard en la siguiente
proposicién); por lo tanto s no es un epimorfismo, de lo
contrario s* = s.

Proposicién 4. Dada € una categoria con objeto final 1,
coproductos y ONN, entonces N — 1 es el co-igualador de

id
los morfismos N iN y N SN

Demostracion. N — 1 coiguala a s 'y a idy por unicidad
del objeto terminal y tiene la propiedad universal debido a

t
que para todo N =T tal que ts =t se tiene el siguiente
diagrama conmuta,

‘VNT % ‘N" ;" 1
idn
T ‘t— J\‘r

de la propiedad universal del ONN se sigue que tOn =t si
comparamos los diagramas,

N —° N N =N
0/’

A /\ |
\ /
t0 y =1 ~ 1

T idr - - lo = l‘l)
- N N

I

=T

idp

Proposiciéon 5. En toda categoria con objeto final,
coproductos finitos y ONN se tiene que sO # 0.

Demostracion. Si suponemos que sO = 0, los siguientes
diagramas,

N f =N N s N

0 7 0 ;
1 / idy id 1 / R <
N — N N - N

S

conmutan y por la propiedad universal del ONN se sigue
que s = idy, lo cual es contradictorio con el hecho de que
s no es un epimorfismo.

Notas
1) Todo conjunto ordenado mirado como una
categoria no posee ONN, debido a que todo
monomorfismo es epimorfismo.
2) En toda categoria cartesiana con productos finitos
y ONN se tiene que s¥*10 # 0 para todo k € N.
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Si para algin k € N, s¥*10 = 0, entonces s**1 = idy
por la propiedad universal del ONN, lo cual contradlce
el hecho de que s no es epi.

Proposicion 6. En toda categoria € con ONN vale el principio
f
de induccion finita: para todo par de monomorfismos A —> N y

15 A tales que fx=0 y sf <f (con la relacién de orden
usual entre monomorfismos), se tiene que f € [idy]

Demostracion. Basta considerar el siguiente
conmutativo y usar la propiedad universal del ONN:

diagrama

;‘\‘T — 5 > ;\‘7

0 , "

12 A A
0 ! d

J\f = ;\“v

de la definicién de ONN se sigue que Y0 = x y s = gi; por
hipétesis  fg = sf ypor propiedad universal del ONN,
fY =idy.

Iv. RECURSION PRIMITIVA EN UNA
CATEGORIA CARTESIANA CERRADA

En la categoria de los conjuntos se pueden definir funciones
sobre los nimeros naturales por recursion primitiva: para todo

h f
AiByparatodOAxNxB—>Bexisteunl’mico AXN->B
tal que

fla,0)=g(a) y fla,x+1)= h(a,x,f(a,x)).
En la teorfa clasica de funciones recursivas A = N* y B = N.

En categoria cartesiana cerrada (CCC) con ONN, vale de
manera similar el principio de recursién primitiva.

Proposicién 7. Dada € una categorfa (CCC) con ONN, para
t
todo A > B = B existe un tnico P:A X N - B tal que,

ida xs

AxN = A XN

Demostracion. € posee exponenciales y se puede transponer

x t [x] t4 .
A>B->B a 1> B4 - B4 ysetiene que
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AxBA-= B AxBA % B

id o x [2] x id g xtd t

A X 1,—\"’1

TA

A X B‘TB

Conmutan y asi por la propiedad universal del ONN, existe
un tnico Y tal que,

A partir de los diagramas precedentes se concluye que,

idg X8

[i(i_.\ 04 fl X ;\“v —_—> A"l X ;\‘v

11‘1_.‘ x0 . ; .
idg XU idg XU
[Id\'\] A A
A Al ——> Ax BA———> Ax B’
idg X [z] id g X t*

conmuta.

ev(idaxy)
_—

La unicidad de A X N
de 1.

B se deduce de la unicidad

Proposicion 8. Dada € una categoria (CCC) con ONN;
h
para todo A iB y para todo A X N X B — B existe un

. f .
unico A X N — B se tiene que:

lida,'al idax0 f
i) A3B=A25ax125 axn LBy
g -
i) AXN S axNL B = axn T2 4

h
N x B - B).

Demostracion. De la proposicién anterior se sigue que
existe k, tal que,

idA X8

Ax N Ax N
' K k
[id4,0! 4,91\
Ax N x B- -Ax N x B

[TA,smN,h]
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donde, myk =m, y myk = my.

k
AXN—>AXNXB 3B sirve como el morfismo f buscado
debido a que,

[ ]AxAHMSAx\ [ ]AxVJELAxN

1daA,0'4] ~ ida,0'a

A / lw_,gk wak A / Jn;\. k vk
A N————N

Asi k = [T[A’ T[N’T[B]k = [T[Ak’ T[Nk’ T[Bk] = [T[A’ T[N’T[Bk] luego
k = [T[A’T[N’f] Y’

i) flid,, 0!4] = mgklid,, 0!4] = mplid,, 0!y, 9]l = g

i) flidy xs) =mgk(id, X s) = mglidy,, sy, h]k luego,
f(idy x s) = hk = h[m,, smy, f1.

Mediante la recursién primitiva en una CCC, con ONN se tienen
las operaciones usuales de la aritmética como la suma,
multiplicacién y exponenciacion.

V. CONCLUSIONES

A pesar de que un ONN asegura la clausura recursiva primitiva,
se requieren de la categoria varias propiedades, como por
ejemplo: que tenga exponenciales y objeto clasificador. Seria
importante encontrar un ambiente categérico mas débil que sea
cerrado para ciertas operaciones recursivas; una posibilidad
consiste en debilitar el ONN y buscar caracterizaciones mas
generales para dicho objeto de tal forma que la clase de
morfismos seleccionados sea cerrada para operaciones
recursivas. Otra posibilidad consiste en trabajar con universos
recursivos donde se debilite la clausura de las construcciones
recursivas.
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