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Resumen - En el presente artículo
 se muestra una aplicación de existencia de solución para un problema de contorno usando el teorema de Leray-Schauder. Bajo condiciones apropiadas, se prueba la existencia y unicidad de un problema no lineal de segundo orden.

Palabras clave -  Contorno, punto fijo, Leray-Schauder.

Abstract- This article it show an application of the existence of solution for a boundary problem using the Leray-Schauder theorem. Under proper conditions, we prove the existence and uniqueness for a non-linear second order.
Key Word- Boundary, fixed point, Leray - Schauder.

I. INTRODUCCIÓN

Se considera el siguiente problema periódico 

[image: image2.png]u” = f(tu)
{u(O) =up u() =y



                                      (1.1)

donde por simplicidad se supone que f es continua y de clase [image: image4.png]


 respecto a la variable u, y f acotada y continua. 
Para ello se usarán resultados del teorema de punto fijo de Schauder en la búsqueda de existencia de solución. Además se tratará el caso semilineal.
II. TEOREMA DE LERAY – SCHAUDER
Teorema 2.1 (Leray-Schauder).  Sea E un espacio de Banach y sea [image: image6.png]T:Ex[01] > E



 una aplicación compacta tal que [image: image8.png]T(x,0) =0, VXEE



. Si [image: image10.png]IMERVXEE



 que verifique [image: image12.png]T(x,a) =x



 para algún [image: image14.png]a € [0,1]



 se tiene que [image: image16.png]llxll < M



, entonces [image: image18.png]Ix€EE



 tal que [image: image20.png]T(x,1)




.

Para ver los detalles de la demostración de este teorema, se invita al lector ver [1].

Es importante recordar que el teorema de punto fijo de Schauder es la generalización del teorema de punto fijo de Brouwer en dimensión infinita; por ello se recuerda dicho teorema importante de la topología.  Recordemos entonces dicho teorema:

Teorema 2.1. (Brouwer). Considérese un espacio H Hilbert de dimensión finita, 
[image: image21.wmf]H
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 un conjunto compacto, convexo no vacío. Si 
[image: image22.wmf]C
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:

es una función continua, entonces la función tiene un punto fijo. [1]

Teorema 2.2. (Schauder).  Sea C un subconjunto convexo y compacto en E, espacio de Banach. Si 
[image: image23.wmf]C

C
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®

:

es continuo, entonces T tiene un punto fijo.

[1].

Ahora, se hace mención de un corolario del teorema de Leray-Schauder que será de gran importancia para lo que se pretende hacer.

Corolario 2.1. Sean [image: image25.png]


 un espacio de Banach y [image: image27.png]K:E—>E



 una aplicación compacta. Si [image: image29.png]IMERVXEE



 que cumpla [image: image31.png]x

OKx



 para algún [image: image33.png]o €[0,1]



 se tiene que [image: image35.png]llxll < M



, entonces K tiene al menos un punto fijo.

Demostración. Tomando [image: image37.png]T:E x [0,1]



 como [image: image39.png]


, T  cumple las hipótesis del teorema, luego

[image: image40.png]Ix€E:x=T(x,1) =Kx




[image: image41.png]



Para  otra demostración sin usar el teorema anterior, se invita al lector ver [1].

III.  MÉTODO DE SUPER Y SUB-SOLUCIÓN

Una Sub-solución es cualquier función α que cumpla 

[image: image42.png]a” = f(t,a)
{a(l)) <4, a(T)<B




Una Super-solución es cualquier función β que cumpla

[image: image43.png]B'=f@p)
©) 24, p(T)2B




Sean [image: image45.png]


 y [image: image47.png]


 super y sub-solución del problema (1.1) de manera que [image: image49.png]


. Defínase  además el conjunto

[image: image50.png]{uec(01):a<u<p}




Para la existencia de solución del problema en cuestión se usará la función de truncamiento 
[image: image51.png]P:[0,1]]x R—> R




definida como:

[image: image52.png]a(t), sia(t)>u
Ptuw)=1 u sia(t) <u<p(®)
©), si Be) <u




IV. RESULTADOS DE EXISTENCIA DE SOLUCIÓN

Se quiere probar la existencia de al menos una  solución de 

[image: image53.png]u" = f(t,u)
{u(ﬂ) =y, ul)=u




donde por simplicidad se supone que f es continua y de clase [image: image55.png]


 respecto a la variable u.

Teorema 3.1. Supóngase que existen α y β sub-solución y super-solución respectivamente tales que [image: image57.png]


. Entonces existe al menos una solución  u de (1.1)  con la condición de que [image: image59.png]


.

Demostración.  Sea el conjunto (Banach)

[image: image60.png]clo,7] ={w:[0,T] > R,  continua]




con

[image: image61.png]Sup
0<t<T

lhull = fu(®)]




Considérese además el con junto 

[image: image62.png]E={u€C[0,T]:a() <u()< (1), Vi




Defínase  el operador 

[image: image63.png]T: E - C[0,T]




compacto y puede verse que [image: image65.png]T(E)CE



 (acá, E cerrado, convexo y acotado).

Siendo [image: image67.png]Az0



 , resulta que  si 

[image: image68.png]u'—uz=0
lu(®, wn <0




entonces,  [image: image70.png]


 en [0,T]. Esto puede justificarse de la siguiente manera:

Para [image: image72.png]A>0



, si existe un [image: image74.png]


 tal que [image: image76.png]u(ty) >0



, puede suponerse  que [image: image78.png]u(to)



es máximo y entonces

[image: image79.png]u"(tg) = Au(ty) >0




lo cual es un absurdo.

Ahora, si [image: image81.png]


, entonces [image: image83.png]


 y el resultado es trivial.

Elijase [image: image85.png]A<0



 tal que  [image: image87.png]o) = f(t,uw) — Au



  (t fijo ) sea decreciente en u para [image: image89.png]a(t) <u < f(t)



.

Se resuelve para [image: image91.png]v=>0



 (fijo) el siguiente problema:

[image: image93.png]


                                          (3.1)

El operador  [image: image95.png]


 es compacto (se requiere que sea compacto porque es una de las hipótesis del teorema de Schauder; debe recordarse que esto significa que para cualquier acotado C, la clausura de T(C) es compacta), y además [image: image97.png]T(C)cE



, pues si [image: image99.png]


, entonces:

[image: image100.png]u" —du=ftv)—vsfta)-da<a” —Aa




luego, 

[image: image101.png](u—a)'—A(u—a) <0




y

[image: image102.png]w-a)(©0), (u-a)7)=0




así,  [image: image104.png](u—a)=0



.

Del mismo modo [image: image106.png](u—p) =<0



, entonces [image: image108.png]


, luego por el teorema de Schauder, T tiene un punto fijo (que en este caso se obtiene dentro de E) que es solución de (3.1).

V.  PROBLEMA SEMILINEAL

Se analiza a continuación la ecuación:

[image: image110.png]u" — f(tu,u) =0







(4.2)

con las condiciones de borde

[image: image111.png]u(0) =up,  u(l) =1u,




donde  [image: image113.png]f:[01]xR*> R



  es una función continua. Supóngase entonces que [image: image115.png]


 son funciones suaves que satisfacen las condiciones:

[image: image116.png]a" = f(t,a,a’)




Y

[image: image117.png]B <f(t.5.5"




con 

[image: image118.png]a(0) =up = f(0), a(l) =u, =p(1)




A continuación se trabaja con el espacio [image: image120.png]c(]
01D



, con la norma definida por

[image: image122.png]max{llull o [[u'll o)




,

En consecuencia, si se desea aplicar el teorema de Schauder en este espacio se debe encontrar una región invariante que además de ser conexa y cerrada, esta debe ser acotada. Esto requiere obtener estimaciones a priori de la derivada. Más precisamente, lo que se hace es encontrar una solución del problema en la región

[image: image124.png]C={uec([01]): asu<p|lull., =R}



,

para cierto R apropiado. De forma similar a la solución del problema (1.1), se buscará una solución del problema truncado: dado [image: image126.png]A>0



, se plantea:

[image: image127.png]u" —2u = f(t,P(t,w),Q")) — AP(t,u)




con  condiciones [image: image129.png]u(0) = up, u(l) =



, donde

[image: image130.png]a(t), sia(t) >u
Pbw={u, siat)<u<p(®)
©), sip() <u




y

[image: image131.png]



Acá, de nuevo el término de la derecha está acotado y el teorema de Schauder (ahora en [image: image133.png]c(]
01D



) garantiza que existe al menos una solución. Se demuestra que bajo ciertas condiciones sobre la función f  puede asegurarse que en realidad u es solución del problema original.

Supongamos que [image: image135.png]


 alcanza un valor máximo positivo en cierto [image: image137.png]to € (0,1)



, entonces,

[image: image138.png]P(to.u(te)) = B(to)




Para aplicar la definición de super-solución se tendría que garantizar que 

[image: image139.png]Q(w'(t)) = B'(to)




Pero nótese que [image: image141.png]


 es un punto crítico de [image: image143.png]


, de modo que [image: image145.png]w'(to) = B'(to)



. Entonces basta pedir que 

[image: image146.png]R 2 max{l|a'lle., 15"lloo, 3




para asegurar que  [image: image148.png]


.

Se necesita luego probar que [image: image150.png]lll- <R



. Para esto se impone a la función f  la condición de Nagumo.
Se va a pedir que en el conjunto

[image: image152.png]E={(twv): te[01]a(t) su<p(®),|lv]| <R}



 (4.3)

se cumpla :

[image: image154.png]If (t.w. )l < o(IvD)





                            (4.4)

donde  [image: image156.png]


 es una función que se llamará conveniente. Se trata probar que la solución u del problema anterior verifica que [image: image158.png]W @©I<R



 para todo t; si esto no sucede y se tuviera por ejemplo que [image: image160.png]u'(t) >R



 para algunos valores de t, entonces sería útil saber que entre ciertos [image: image162.png]to <ty



 se tiene que [image: image164.png]u'(t) <R



, donde [image: image166.png]r=0



 es una constante que no depende de u. Ahora bien, el único valor que se puede asegurar que la función [image: image168.png]


 alcanza efectivamente el valor que proporciona el teorema del valor medio:

[image: image169.png]u(1) —u(0) = u'(§)




para algún [image: image171.png]


. Entonces basta elegir 

[image: image172.png][u(1) —u(0)]




e  imponer la condición que R sea estrictamente mayor que r.

Para terminar de deducir la condición de Nagumo, obsérvese ahora que:

[image: image173.png]Ras _ = un(® [(tuur)
A w(w(t)) w(w(t))





y  como [image: image175.png]


 y para todo [image: image177.png]t € (tot)



 se cumple también 

[image: image178.png]r<u'(t)<R




entonces:

[image: image179.png]R £
f as f "”('”Egiag:e,fz., <1
RETON N




Un razonamiento análogo se puede hacer en el caso [image: image181.png]u'(t) < —R



, de forma que la condición apropiada es la que se expresa en la siguiente proposición denominada proposición de Nagumo.
Sean [image: image183.png]— Uy
= luy
r=



 y [image: image185.png]R 2 max{l|a'lleo, 1B'lloo, 73



 y asúmase que f cumple la condición (4.4) sobre el conjunto E definido en (4.3) para cierta [image: image187.png]


 tal que:

[image: image188.png]



así, toda solución u del problema

[image: image189.png]w' =ftw Q@) u@)=u, ull)=u




con [image: image191.png]


 verifica que:

[image: image192.png]ll'llo <R




En particular, el problema  (4.2) tiene solución. 

Un resultado análogo se cumple para el problema periódico (que queda como problema abierto); en este caso [image: image194.png]


 y [image: image196.png]


 son funciones periódicas y en la condición de Nagumo se considera [image: image198.png]


.

 VI. CONCLUSIONES

Dentro de los métodos topológicos, los teoremas de punto fijo se han aplicado a la resolución de diversas ecuaciones no lineales [2], [3]. En este artículo se demostró utilizando el teorema de Schauder, la existencia de solución (bajo ciertas condiciones) de un problema  periódico no lineal.

Utilizando el teorema (2.2) y el corolario (2.1), se probó que el operador T definido para el problema (3.1) tenía un punto fijo, el cual dio solución a (1.1). Además se mostró que el problema (4.2) tiene solución aplicando el teorema de Schauder utilizando  la condición (4.4).

Queda como problema abierto el caso periódico con condición de Nagumo [image: image200.png]


.
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